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AVERTISSEMENT. 


En composant cet ouvrage, je n’ai pas cherché à faire 
un traité complet de calcul différentiel et intégral, ce qui 
aurait de beaucoup dépassé mes forces et les limites dans 
lesquelles je voulais me restreindre. J’ai cherché sim- 
plement à en présenter les éléments sous un jour plus 
facile, et à lever certaines difficultés encore inhérentes 
à celte analyse. Je n’ai rien omis, toutefois, de ce qui 
pouvait être indispensable pour la lecture des grands 
maîtres, et préparer à l’élude des sciences physrco-^ 
mathématiques, qui est le but, but sublime, vers lequel 
doivent converger toutes les aspirations. C’est dans cette 
vue, par exemple, que j’ai donné des formules pour la 
représentation des fonctions arbitraires au moyen des 
intégrales définies, et que j’ai fait servir ces dernières à 
l’intégration des équations aux dérivées partielles d’ordre 
supérieur. Une exposition plus claire des principes et 
de notables simplifications m’ont permis de faire ces 
additions sans que mon ouvrage perdit le caractère clas- 
sique que je tenais essentiellement à lui conserver. On 
trouvera encore dans ces éléments un exposé simple des 
principes qui, servent de base à la transformation ou à la 


tl 


AVERTISSEMENT. 


réduction des intégrales multiples, et un autre relatif à 
la théorie des coordonnés curvilignes orthogonales, 
deux lacunes importantes qui existaient dans presque 
tous les traités dits de calcul différentiel et intégral, et 
que je crois avoir comblées de la manière la plus satisfai- 
sante. J’aurais voulu enfin, pour mieux faire connaître 
l’état actuel de nos connaissances et rendre mon ou- 
vrage plus digne de l’accueil des savants, présenter une 
théorie élémentaire des fonctions elliptiques ; mais cette 
théorie, même dans les limites que je l’avais conçue, dé- 
passait de beaucoup le cadre réservé à mon second vo- 
lume, et j’ai dû renoncer à donner une troisième partie 
à mon Cours. J’y reviendrai dans un ouvrage à part qui 
fera l’objet d’un supplément au présent traité, et qui 
pourra, je l’espère, paraître prochainement. 


Pins, } mai I8'0. 


A. S. 
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CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PRÉLI.V1INAIRES. 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

1. Lorsque entre m quantités on a n relations ou é(}uations 
(n étant moindre que »i), il y a en général m — n de ces 
quantités qui demeurent arbitraires. On peut attribuer à ces 
m — n quantités des valeurs quelconques, et il en résulte 
pour les n autres des valeurs déterminées. Toutes ces quan- 
tités sont susceptibles de prendre, dans le cours du calcul, 
une infinité de valeurs différentes et portent le nom de varia- 
bles, On nomme variables indépendantes celles auxquelles on 
attribue des valeurs quelconques, et variables dépendantes 
ou fonctions, celles qui sont déterminées par les valeure 
attribuées aux premières. 

2. Les l'onctious se divisent en fonctions explicites et en 

TOHE I. I 
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fondions implicites. On nomme fonctions explicites celles qui 
sont exprimées immédiatement au moyen de la variable ou 
des variables dont elles dépendent, et fonctions implicites 
celles qui sont liées aux variables indépendantes par des 
équations non résolues, ou par des conditions qui ne sont 
pas exprimées d’une manière analytique. Ces dernières peuvent 
donc généralement se déduire des premières par la résolution 
de celles-ci. 

3. Les fonctions explicites se subdivisent ordinairement en 
fonctions algébriques et en fonctions transcendantes. Les 
premières sont celles qui ne renferment que des quantités à 
exposants fixes et déterminés, et les secondes sont celles qui 
se composent de quantités à exposants variables ou qui ren- 
ferment des sinus, cosinus, arcs de cercle et logarithmes. 
Ainsi les expressions ax 6s*, ax + 6j/’ es’, sont des 
fonctions algébriques des variables x, y, s; (a + bry est 
une fonction transcendante de x; (6x’ ay‘)" une fonction 
transcendante de deux variables x, y, et log (i -f asin’x), arc 
cos (ax -j- 6) d’autres fonctions de même nature, contenant 
des sinus, cosinus, arcs de cercle et logarithmes, 

4. Pour représenter différentes fonctions d’une ou de plu- 
sieurs variables, on se sert d’un signe abstrait tel que F, 

<f, i, que l’on place au devant de la variable ou des variables 
de la fonction et qui est l’abréviation du mot fonction de. 
Ainsi, F (x), /■ (x), <p (x), i (x) représentent autant de fonc- 
tions de la variable x, et F (x, y, z...), / (x, y, z...), 
f {x, y, Z..,), (x, y, z), autant de fonctions différentes 

d’un nombre quelconque de variables x, y, z,... abstraction 
faite des quantités constantes qui peuvent s’y trouver com- 
binées et que la notation n’indique pas. 

5. Lue fonction y=F (x, y, z.,.) de tant de variables 
que l’on voudra est dite continue, lorsqu’on donnant aux va- 
riables X, y, z... dont elle dépend des valeurs successives 
dont la différence soit moindre que toute quantité assignable. 
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cette fonction est constamment réelle et Unie et prend elle- 
même des valeurs successives dont la différence est aussi 
moindre que toute grandeur assignable. Dans le cas contraire, 
elle est discontinue. Ainsi y = (ax — a — 6)’ est une fonc- 
tion continue pour toutes les valeurs de x comprises entre 

ç 

X = a et X = b, et y = ■= 7 une fonction discontinue 

7>x — a — b 


entre ces mêmes valeurs, car pour x = \ (a -f- i») cette fonc- 
tion devient infinie. 

Toute fonction continue d’une variable peut être repré- 
sentée géométriquement en considérant les valeurs succes- 
sives de la variable indépendante comme les abscisses d'une 
courbe plane et les valeurs correspondantes de la fonction 
comme les ordonnées. On peut de même représenter par une 
surface une fonction continue de deux variables indépen- 
dantes. Mais une fonction composée de trois ou d’un plus 
grand nombre de variables, n’est pas susceptible, en général, 
d’une représentation géométrique.- 


LIMITES DES QUANTITÉS VABIABLES. 

H. Lorsqu’une variable prend successivement des valeurs 
qui se rapprochent de plus en plus de celle d’une autre quan- 
tité considérée comme fixe, de manière à en différer aussi 
peu qu’on voudra, sans cependant jamais l’atteindre, on dit 
que cette quantité fixe est la litnile de la variable. 

La géométrie fournit des exemples de ces limites. Ainsi, 
par exemple, le nombre des côtés d’un polygone régulier 
inscrit au cercle augmentant indéfiniment, le périmètre et la 
surface de ce polygone ont respectivement pour limite la 
circonférence et faire du cercle circonscrit; l’apothème diffère 
de moins en moins du rayon qui est sa limite naturelle, et le 
côté du polygone tend sans cesse vers zéro, limite qu’il ne 
peut atteindre, car alors le périmètre serait égal à la cir- 
conférence et l’apothème au rayon. 
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De même, si l’on considère un arc et son sinus, on sait 

, sin X . . , 

que le rapport est toujours compris entre 1 unité et 

coso:. Or, lorsque l’arc x décroît indéfiniment, la diiïérence 
(i — cosx) diminue et tend à devenir nulle, car alors cos a; 

SI II X 

tend vers l’unité. Donc le rapport a pour limite l’unité. 

cc 

On reconnaît encore que l’unité est la limite du rapport 
de la tangente à l'arc, de l’arc au sinus, ainsi que celle de 
l’arc à la corde et de la corde au sinus. 

7. Nous énoncerons maintenant un principe fondamental 
sur lequel repose la méthode des limites : 

Si deux quantités qui varient simultanément restent con- 
stamment égales, et tendent l'une et l'autre vers une limite, ces 
limites seront nécessairement égales ; car, deux quantités 
qui demeurent toujours égales ne présentent qu’une seule 
valeur, et l’on conçoit qu’il ne puisse y avoir pour cette 
valeur deux limites différentes. 

Donnons quelques applications : 

1. L'aire d'un cercle est égale à sa circonférence multipliée 
par la moitié de son rayon. Désignons par a l’aire du poly- 
gone inscrit au cercle, par p son périmètre, et par r l’apo- 

r y 

thème. On aura, par définition, a = p -, Or, a et p - sont 

2 2 

des quantités variables et constamment égales entre elles; 
leurs limites le seront donc aussi ; et en désignant par A, G, R, 
ces limites qui sont respectivement, comme on vient de le 
dire, l’aire du cercle, sa circonférence et son rayon, ou aura : 



ce qui prouve la proposition énoncée. 

II. Un cône a pour mesure le produit de sa base par le 
tiers de sa hauteur. On démontre, dans les éléments, qu’un 
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cône est la limite d’une pyramide ayant même sommet, et 
pour base un polygone inscrit à la base du cône, et dont le 
nombre des côtés augmente indéfiniment. Si donc v, b et h 
représentent respectivement le volume, la base et la hauteur 

de la pyramide, on aura r = ô Or v et b sont des quan- 
tités variables que l’on pourra remplacer par leurs limites. 
En dé.signant par V et B ces limites, on aura donc, la hauteur 
h étant constante : 



DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES. 

8. Une quantité qui prend des valeurs de plus en plus 
petites, de manière à devenir moindre que toute grandeur 
assignable, est dite infiniment petite. Ainsi, la dilTérence de 
l’aire d’un cercle à celle du polygone régulier inscrit dont on 
augmente indéfiniment le nombre des côtés; celle d’un cône 
à la pyramide inscrite, d’un cylindre à un prisme inscrit, 
sont des quantités que l’on peut rendre, moindres que toute 
grandeur assignable et par conséquent infiniment petites. 

Une quantité infiniment petite est donc une quantité essen- 
tiellement variable, et qui a pour limite zéro. 

Quand on considère simultanément plusieurs infiniment 
petits, on en choisit arbitrairement un d’entre eux que l’on 
appelle infiniment petit principal, et l’on rapporte tous les 
autres à celui-ci. On nomme alors infiniment petit du premier 
ordre tout infiniment petit dont le rapport à l'infiniment petit 
principal a une limite finie; infiniment petit du second ordre, 
tout infiniment petit dont le rapport ii l’infiniment petit prin- 
cipal est un infiniment petit du premier ordre; et en général 
infiniment petit de (ordre n, tout infiniment petit dont le 
rapport à l’infiniment petit principal est un infiniment petit 
de l’ordre « — i. 

D’après cela, soit a un infiniment petit que nous prendrons 
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pour l’infinimenl petit principal, et ^ un infiniment petit du 
premier ordre, tel que le rapport à celui-ci ou ^ ait une limite 
finie que nous désignerons par A ; on aura : 

- = A-j-s; d'où [l = a(A-f-e), 

CK 

« étant une quantité qui tend vers zéro en même temps que * : 
ainsi tout infiniment petit du premier ordre sera de la forme 

a(A-fc). 

Soit maintenant un infiniment petit du second ordre dont 

le rapport à l’infiniment petit pi incipal est p, c’est-à-dire tel 

« 

que = p, on aura : 
et, par suite, 

P,=a«(A-h^). 


Donc tout infiniment petit du second ordre sera de la 
forme 

a’(A-l-e). 

En continuant de la sorte, on voit que tout infiniment 
petit de l’ordre n sera exprimé par 

a-(A-f-E), 

A étant fini et e infiniment petit. 


EXERCICES. 

I. Si dans un cercle on prend un arc x infiniment petit du 
premier ordre, le sinus de cet arc est un infiniment petit 
du même ordre et son sinus verse ou i — cos x un infiniment 
petit du second ordre. En effet, on a : 
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sin J 

liin = 1 

X 

( i — cos X = 2 sin’ - X. 

2 

II. La différence entre un arc infiniment petit et sa corde 
est un infiniment petit du même ordre que le cube de l’arc. 

III. La perpendiculaire abaissée de l’une des extrémités 
d’un arc infiniment petit du premier ordre sur la tangente 
menée à l’autre extrémité est un infiniment petit du second 
ordre; 

IV. Deux courbes ayant en un point môme tangente, la 
différence des ordonnées menées à une distance infiniment 
petite du premier ordre de ce point est un infiniment petit 
du second ordre. 


EMPLOI DES INFIMMENT PETITS. 

9. Les quantités infiniment petites que nous venons de dé- 
finir ne sont jamais employées dans le calcul qu’auxiliaire- 
ment. On considère tantôt la limite de leurs rapports qui est 
une quantité finie, et tantôt celle d’une somme infiniment 
croissante d’entre eux. La recherche de la limite de ces rap- 
ports ou de ces sommes se simplifie dans beaucoup de cas au 
moyen du principe suivant : 

La limite du rapport ou d’une somme de quantités infini- 
ment petites n’est pas changée quand on remplace ces quan- 
tités par d’autres dont les rapports avec elles ont respectivement 
pour limite l'unité. 

En effet, soient a et p deux quantités infiniment petites, et 
a', deux autres telles, que leurs rapports avec les premières 
aient respectivement pour limite l’unité. On aura identique- 
ment : 

a o' s P' 


Digiiized by Google 



R 


LIVRE I. 


CHAPITRE I. 


a 3 

Pt, en prenant les limites et observant que liin ^ = i , lim ^ = i , 


10. Soit maintenant a,, a,, *, une suite d’infiniment 

petits dont la somme tend vers une limite finie à mesure que 
leur nombre augmente indéfiniment, et 3,, P,, p,,... d’autres 
infiniment petits tels que leurs rapports aux premiers aient 
respectivement pour limite Tunité. 

Posons : 




d’où 


e,, e,..., étant infiniment petits. On aura : 

Pi + ?» + •• • + ?-=“! + “j+ ••• +“n + “t=i+“l'j 


Représentons par yj la plus grande, en valeur absolue, des 
quantités e,, e,.. .. : il est évident que 


l(Pi+P. + ---+Pn) — (“l + “,+ ••• + “»)] + 

Or, Y) ayant pour limite le zéro, il en résulte : 

lim (a,e, + a,E, + . .. + «,£„) = o ; 

par conséquent 

lim (01, +a, + ... + a„) = lim (P, + P, + • • +Pn). 

D’après ce qui précède, on voit donc que pour que la limite 
d’une somme Y,, a„ d’infiniment petits ne soient pas chan- 
gée, lorsqu’on remplace ces quantités par d’autres [3,, P,.... 
dont les rajiports avec elles ont respectivement pour limite 


4 
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Tunité, il suffit que l’on ait [î^ = a, -)- a, s,, j3, = a, -f- 

P, = tt, a,£„, OU ce qui est la même chose, p, — a, = a, e,, 
P, — a, = a, — a„ = a^e, ; c’est-à-dire que les dilTé- 
rences — a,, (3, — a,.... soient, par rapport aux 

quantités aj, a,,... a^, infiniment petites. D’après cette remar- 
que, le principe du n° 9 , relatif à une somme ou à un rap- 
port d’infiniment petits, pourra être énoncé ainsi: 

La Imiite d’une somme ou d'un rapport d'inlinimenl petits 
nest pas changée, quand on remplace ces infiniment petits par 
d'autres, qui en diffèrent respectivement de quantités infinimenl 
petites par rapport à eux. 

Et il suit évidemment de là que si, dans un calcul où l’on 
a en vue la recherche de la limite d’un rapport ou d’une 
somme d’infiniment petits, une quantité est infiniment petite 
par rapport à une autre, cette quantité pourra être négligée 
comme absolument nulle, sans qu’il en résulte pour cela, 
dans le résultat, aucune erreur. Par exemple, si l’on considère 
le rapport 

tang J - 1 - 3 tang* X 
x-fx’ 

on aura 

.. tanffx-f-3tang’x tangx 

lim h — — = hm — — = 1 , 

x-fx’ X 

en négligeant les quantités 3 tang’x, x’ infiniment petites 
du second et du troisième ordre. 


EXEMPLES DE LIMITES DE SOMME OU DE RAPPORT 

d’infiniment petits. 

11. 1. L' aire d'uiie courbe plane est la limite d’une somme 
de parallélogrammes infiniment petits. 

Considérons le cas où la courbe est rapportée à des axes 
rectangulaires : alors l’aire ACDB {fig. 1 ) de cette courbe 
aura pour limite une somme de rectangles intérieurs, formés 
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en menant des points C, M. M'. .. , pris sur la courbe, des paral- 
lèles à Taxe des y et àcelui des x, ces points C, M, M'... étant 
supposés se rapprocher indéfiniment les uns des autres à 
mesure que leur nombre augmente. 

Soit donc y l’ordonnée de l’un quelconque M de ces points, 
y, celle du point suivant M' et x la distance comprise entre 
ces ordonnées. Le rectangle intérieur P.MFP' a pour mesure 

yx, et en désignant par yx la somme de tous les rectan- 
gles identiques, et par u l’aire de la courbe considérée, on 
aura évidemment : 

î/- 

Par les points M, M' , D,. . . sur la courbe, menons des parallèles 
MN,M'0, DR... à Ox, et considérons les rectangles extérieurs 
ainsi formés. On aura pour la mesure de l’un quelconque de 
ces rectangles, celui POM'P' par exemple, y,x, ou si l’on 
veut, yx -1- (y, — y) x, et par suite : 

“ < 2 + 2 
ou 

Mais à mesure que le nombre d'ordonnées augmente, la dif- 
férence (y, — y) tend vers zéro, et il en est de même de 

2 (y, — y) ^ : donc 

u = lim^yx, 

ce qu’il s’agissait de démontrer. 

12. ir. Tout solide de révolution est la limite d’une somme 
de cylindres, ayant pour bases les sections faites dans le corps 
par des plans parallèles infiniment voisins, et pour hauteurs 
les distances comprises entre ces plans. 
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En effet, soit AGDB {fig. 2) l’aire dont la révolution, autour 
de l’axe Ox situé dans son plan, engendre le volume dont il 
s’agit. Décomposons ce volume en tranches infiniment minces, 
au moyen d’une série de plans parallèles infiniment voisins 
(le mot infiniment voisin exprimant ici le rapprochement 
indéfini de ces plans), et considérons la [)artie de ce volume 
comprise entre deux plans consécutifs. Si l’on mène, par le 
contour des deux bases de ce volume élémentaire, des cylin- 
dres perpendiculaires aux plans de ces bases, les volumes 
interceptés entre ces cylindres seront respectivement plus 
grands et plus petits que celui considéré, et en nommant v, et 
r, ces cylindres, r, et r, les rayons de leurs bases, on aura, 
en vertu d’un théorème connu de géométrie : 



Mais à mesure que le point M' se rapproche de celui M, le 

r r * 

rapport — tend vers l’unité; et il en est de même de : 

donc 


et à fortiori, f désignant l’élément exact du volume consi- 
déré, 

liin — = I ou lim — = i . 

V V 

Ainsi, la limite du rapport de l’gn quelconque des cylindres 
ü, à celui V, est égal à l’unité. Il en résulte que chacun de 
ces cylindres ne diffère de celui v que d’une quantité infini- 
ment petite par rapport à son volume, en sorte que l’on 
pourra prendre l’un ou l’autre de ces cylindres pour celui v. 
Mais le volume entier du solide que nous considérons est évi- 
demment la limite d’une somme de cylindres tels que celui r, 
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OU r,. En désignant par V ce volume et par y l’ordonnée do 
la courbe génératrice, nous aurons donc : 

V=ulini 2 y* h, 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

13. Si l’aire de révolution, au lieu d’être comprise entre 
la courbe CD et l’axe Ox, était renfermée entre les deux courbes 
CD, GH, le volume engendré par cette aire serait la dilîérence 
de ceux engendrés par les aires ACDB, AGHB. Et, si l’on 
applique au volume engendré par l'aire AGHB ce que nous 
venons de dire pour celui engendré par l’aire ACDB, on trou- 
vera que. ce volume est exprimé par 

n lim ^ ÿ 

y désignant l'ordonnée de la courbe GH pour la même abscisse 
OP = X. On aura donc, dans ce cas, pour le volume cherché : 

V = nlim ^ y’A — Ttlim ^ 

ou bien 

V = i:lim ^ (y* — .y’’)/'- 

IA. Lorsque le solide n’est pas de révolution, et est ter- 
miné par des surfaces (juelconques, le mode de décomposi- 
tion qye nous venons d’indiquer n’est plus suffisant. 11 faut 
alors concevoir une seconde .série de plans infiniment voisins 
perpendiculaires aux premiers, et cfmsidérer le prisme infini- 
ment petit intercepté entre ces plans. Ce prisme sera évidem- 
ment compris entre deux parallélipipèdes rectangles, ayant 
mêmes bases, et, pour hauteurs, la plus petite et la plus 
grande des ordonnées correspondantes aux points de sa sur- 
face, et pourra être confondu avec l’un ou l’autre de ces pa- 
rallélipipèdes, car il n’eu dilïére que d’une quantité infiniment 
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petite par rapport à son volume (*). Mais le volume entier du 
solide que nous considérons est la limite d’une somme de 
tranches telles que celle qui se trouve comprise entre deux 
plans consécutifs du premier système, et cette tranche est 
elle-même la limite d’une somme d’éléments tels que le 
parallélipipède rectangle que nous avons considéré. En dési- 
gnant par V ce volume, nous aurons donc: 

V=lim ^\{zhh), 

et si ce volume est terminé par une surface quelconque au 
lieu de l’être par le plan des xy : 

{z — ;') étant la différence des ordonnées aux points qui 
correspondent aux deux surfaces. 

15. III. La détermination de la tangente en un point M 
d’une courbe plane se réduit à celle de la limite du rapport de 
deux quantités infiniment petites, qui sont les différences des 
coordonnées du point donné et d'un autre point infiniment 
voisin pris sur cette courbe. 

Soient x,y les coordonnées d’un point M donné sur la 
courbe AB (fig. ô) que nous supposerons rapportée à des 
axes rectangulaires, H x h, y k celles d’un second point 
M' pris sur cette courbe et infiniment voisin du premier M. 
Considérons la sécante .MS. Cette ligne a pour liuiite MT ou 
la tangente au point .M lorsque le point M' se rapproche indé- 
finiment de celui M, c’est-à-dire lorsque l’accroissement h 
donné à x diminue jusqu’à zéro. Nommons 0 l’angle que fait 


(■) En effet, la portion du volume (jui représente l’excès du prisme élémen- 
taire eur le parallelipipède rcctanttle, est un autre prisme triangiiiaire, ayant 
ses trois dimensions InÛniment petites, et par conséquent, un InÛnimcnt petit 
du troisième ordre que l'on peut négliger vis-à-vis du volume du parallélipi- 
péde qui l'est seulement du stcond. 
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la sécante avec l'axe des x, et u celui que fait la tangente 
avec le méine axe. On aura, par le triangle .M'MQ : 


lang 0 = 


MU 

MQ 


k 


h' 


Or, à mesure que h diminue ou que le point M' se rapproche 
de celui M, l’angle 6 se rapproche de celui w ; MS tend à se 
confondre avec MT. Donc à la limite de décrois-sement de h, 
on a; 

k 

tang(o= lim tang0 = lim 7 . 

n 


Ainsi, comme nous l’avions annoncé, la détermination de 
l’angle w que fait avec Taxe des x la droite menée A la courbe 
par le point dont x,y sont les coordonnées, se ramène à celle 
de la limite du rapport des accroissements infiniment petits 
Il et k de ces variables, accroissements qui sont les différences 
des coordonnées d’un point M donné sur la courbe, et d’un 
second point .M' infiuin)ent voisin du premier. 
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DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
D'UNE SEULE VARIABLE. 


DÉFIMTION DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 


16. Soit y = F(x) une fonction continue de x; si l’on 
donne à la variable x un accroissement quelconque h, il en 
résultera pour la fonction y un accroissement correspondant 
k, de sorte qu’on aura pour la variation de y , y + ft = F (x + A) ; 
d’où fc = F (x + A) — F (x), et en divisant par A : 

k F(x+A)— F(x) 
h~ h 


La limite vers laquelle converge ce rapport à mesure que 
A diminue indéfiniment .a été nommée par Lagrange fonction 
dérivée. On la représente, d’après cet auteur, par la notation 
y' ou F' (x). Ainsi, on écrit : 


lim 


F(x-|-A)-F J x )^F-(x). 


Si l'on regarde la fonction F (x) comme l’ordonnée d’une 
courbe dont l’équation en coordonnées rectangulaires serait 
y = F (x), alors, d’après ce qu’on a vu (n° i5), le rapport 


F (x -f A) — F (x) 

Â 


représentera la tangente trigonométrique 


de l’angle 9 que forme avec l’axe des x la sécante MS; et la 
limite de ce rapport ou F' (x) , la tangente trigonométrique 
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de l’angle u que forme, avec l’ave des x, la tangente MT au 
point de la courbe dont x et y sont les coordonnées. 

17. Quelle que soit la fonction F fx), la limite du rapport 

F(x+A) — F(x) 
h ’ 


que nous avons désignée par F' (x), est toujours une quan- 
tité finie, et c’est ce que nous nous proposons de démontrer. 

En effet, soient x„ et X deux valeurs quelconques de x, et 
y„, Y ou F (xJ, F (X), les valeurs correspondantes de y. Sup- 
posons que l’intervalle X — x„ ait été divisé en un nombre 


n de parties égales, et nommons h la valeur 



de cha- 


cune de ces parties. En repré.sentant parft,, fc,, fr,,... les 
accroissements successifs de y, et posant 




P-. 


on aura : 


X — x^ — nh 

F (X) — F (X,) = A (p, + P, + P, -f- 




en sorte que 


F fX) - F _ A(p, 4 -p,-|-p,+....+ pJ 


X — Xj 


fî/i 


, , . F (X'i F (.T ) 

D où l’on voit que le rapport — , que nous dési- 

X Xj 

gnerons par M, ne peut être ni plus petit ni plus grand que 
p^, P,, P,,... p„, mais qu’il est nécessairement compris entre 
le plus jictit et le plus grand de ces rapports. Comme d’ailleurs 
ce rapport .M reste constant quand on ne fait varier que le 
nombre u de rintervalle de X à x„, il s’ensuit que pour que 
tous les rapports P, , Pj, p,,... p„ pussent devenir plus petits 
ou plus grands que toute grandeur donnée, à mesure que n 
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augmente indéfiniment, il faudrait que la même chose eût 
lieu à l’égard de M, c’est-à-dire que l’on eût M = o ou 

M = ora, 

Or, je dis que ces deux hypothèses sont inadmissibles. En 
effet, pour que les rapports p,, p,, p,,.. p, pussent devenir 
tous plus petits ou tous plus grands qu’aucune grandeur 
donnée dans l’intervalle X — x,, il faudrait que la même chose 
eût lieu à l'égard de tout autre intervalle compris dans le 

F (X)— F {X,) 

premier; et pour qu alors fût nul ou in- 

A Xg 

fini, il faudrait qu’on eût constamment Y = j/^ ou X = x^, 
quelles que fussent au reste les valeurs de X ou de y„, Y. 
Ces deux circonstances sont tout à fait exceptionnelles et 
correspondent, comme il est aisé de le voir, la première au 
cas oû la ligne représentée par l’équation y = F (x) est pa- 
rallèle à l’axe de x, et la seconde à celui où cette droite est 
perpendiculaire au même axe; et, dans l’un et dans l’autre 
de ces cas, on ne peut plus dire que a: et y sont fonctions 
l’une de l’autre, puisque dans le premier cas x reste indé- 
terminé quand on donne à y des valeurs déterminées, et dans 
le second au contraire x a une valeur déterminée sans que 
celle de y le soit. Concluons donc de là que, quelle que soit 
la fonction F (x), pourvu que cette fonction soit réelle et 

continue, la limite du rapport — ^ ^ —, que nous 


avons désignée par F' {x), est toujours une quantité finie, 
et qu’il n’y a que pour des valeurs particulières de la variable 
X que cette limite puisse devenir nulle ou infinie : ce que 
nous voulions établir. 

11 est démontré par là que l’accroîssement infiniment petit 
F (x-|-à) — F (x) d’une fonction est en général du même 
ordre que celui h de la variable. En effet, la limite du rapport 


F(x-f à) — F(x) 

• h 

de ces accroissements est une quantité finie F' (x), et nous 

TOME I. 3 
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avons vu (n» 8) qu’il en était toujours ainsi .*1 l’égard de 

deux quantités infiniment petites du même ordre. 

On peut encore déduire de ce qui précède que si F (x) est 

une fonction qui reste constamment croissante ou constamment 

décroissante dans un intervalle considéré h, la dérivée F' (x) 

de celte fonction sera constamment positive ou constamment 

négative dans le même intervalle. 

Car la fonction F (j-) étant constamment croissante ou 

constamment décroissante dans l’intervalle h, les deux termes 

, 1 /• • ¥ (x h) — F (.r) . 

de la fraction — sont constamment positifs 

ou constamment négatifs dans le même intervalle; et il en est 
de même de la limite de ce rapport ou de F' {x). 


DÉFINITION DES DIFFÉRENTIELLES. 

1 8. En représentant par k l’accroissement F (x -f /i) — F (x) 
d'une fonction quelconque y=F (x), correspondant à celui 

h donné à x, et par e la quantité dont le rapport ^ 



nulle en même temps que h, on a : 


- — F (x) -j- e, 

et par conséquent 

k = h\F'{ji]-\-i]=hF{x} + ht. 

Ainsi l’accroissement k d’une fonction se compose de deux 
parties bien distinctes : l’une h F' (x), qui est le produit de 
l’accroissement h donné à x par la dérivée F' (x) , et l’autre 
Ae, que l’on peut regarder comme absolument nulle par rap- 
port à celle h F' (x), puisqu’elle est le produit de h par une 
quantité s qui s’annule avec /i. La quantité AF' (x) à laquelle 
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se trouve ainsi réduit l’accroissement k de la fonction se 
nomme la différentielle de celte fonction. On la représente 
par la caractéristique d que l’on place au devant de y ou 
f (ar). Ainsi, on écrit: 


dy=dF(x) = AF(x). 

Dans le cas particulier où la fonction F(x) se réduit à x 
on a ’ 


k = h, P(x) = I 

et par suite ; 

dyoiidx=zixh = h; 

d’où l’on voit que la différentielle dx n’est autre chose que 
l’accroissement h. D’après cela, la formule 


peut s’écrire : 


rfÿ = F'(x) A 


et il en résulte 


dy=F(x)dxi 



en sorte que la dérivée d’une fonction d'une variable est te 
quotient de la différentielle de cette fonction parla différentielle 
de la variable. 

Lorsqu’on adopte pour la dérivée cette définition, on écrit 
pour la différentielle : 

et alors ^ n’est plus le quotient de dy par dx, mais la dé- 
rivée de y par rapport à x. 

On appelle quelquefois cette dérivée coefficient différentiel. 
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19. La diiTéientielle d’une fonction est susceptible d’une 
représentation géométrique fort simple. Considérons, en effet, 
la courbe AB {fig. 3), dont l’équation en coordonnées rec- 
tangulaires est; 

y = F(z). 

On a, comme on l’a vu: 


tang w = lim 7 = F' (x). 
n 


Or NQ = MQ tang u et MQ tang w = fcF' {x) = dy ; donc 


NQ = dy. 


Ainsi NQ est la droite qui représente la différentielle de la 
fonction F (x). 

20. La recherche de la dérivée ou de la différentielle d’une 
fonction quelconque donnée est l’objet du calcul que l’on 
nomme différentiel. On appelle différentiation l’opération au 
moyen de laquelle on parvient à déterminer, pour chaque cas 
particulier, cette dérivée ou cette différentielle. D’après ce 
qu’on vient de dire, cette opération se réduit donc à considérer 


le rapport 


F (x -|- A) — F (x) 


qui existe entre l’accroissement 


de la fonction et celui de la variable, et à déterminer pour 
chaque cas la limite vers laquelle converge ce rapport à me- 
sure que l’accroissement A donné à la variable diminue jusqu’à 
zéro. Nous allons, dans ce qui va suivre, nous occuper de cette 
recherche. 
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 


21. Soit U une fonction quelconque F (y) de la variable y, 
et y une autre fonction de x liée à cette variable par la rela- 
tion y = f (x). 11 s’agit de trouver, par rapport à la variable 
indépendante x, la dérivée de u qui est ici ce qu’on nomme 
une fonction de fonction. 

Le moyen qui se présente tout d’abord pour obtenir cette 
dérivée est d’éliminer y entre les deux équations u = F (y) 
y=if{x) [ce qui peut se faire par la substitution dans F (y) , 
à la place de y, de sa valeur f (x)], et d’appliquer ensuite au 
résultat u = F [/"(x)] de cette élimination le procédé de la 
différentiation. Mais, comme on va le voir, on peut se dis- 
penser en général de faire usage de cette élimination. En effet, 
soient Au, Ay les accroissements de u, y correspondant à celui 
Ax de X, on aura identiquement : 

Au Au Ay 

Ax Ay' Ax" 


Supposons cpie Ax diminue indéfiniment : alors les rap- 

Au Au Ay . * 1 - •. 

ports — , T—, -T-^, auront respectivement pour limites t- 

^ Ax ^y iix ' ax oy 


Par conséquent 


du du dy 

dx dy' dx‘ 
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OU si Ton veut : 

Ainsi, la dérivée d'une fonction de fonction est égale au pro- 
duit des dérivées de ces fonctions. 

En considérant de même une fonction v déterminée par 
trois équations fonctions de x, 

» = F(«), u = f{y), y = <?(x), 

on aurait : 

At! Au Au Ay 

Ax Au* A;/ ‘ Ax’ 

et passant aux limites : 

dv dv du dy 

dx du’ dy' dx' 

OU 

g=F(u)r(y)<?'(x). 

En général, soient: 

u=F,(X|), X, = l'i(x,) ... x,_, — F„(x), 

on aura: 


et à la limite : 


ou bien : 


Au Au Ax, Ax,_, 

A.X Ax, Ax,"' Ax ’ 


du du rfx, dx._, 

dx </x, dx , dx ’ 
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES DE FONCTIONS 
d’une seule VARIABLE INDEPENDANTE. 


22. Soit y = F (u, v) une fonction composée de deux fonc- 
tions II, V de la variable indépendante x. Proposons-nous 
d’obtenir la dérivée de y par rapport à x. 

Supposons que la variable x prenne l’accroissement Ax, 
c’est-à-dire se change en x -j- Ax, u et v prendront les ac- 
croissements Ail, Au, c’est-à-dire se changeront en u -f- An, 
tj -j- Al', et l’on aura, pour l’accroissement Ay de la fonction y : 

Ay =F(ii -f An, r -1- Ay) — F(u, y), 
accroissement que l’on peut écrire ainsi : 

Ay = F(n An, y) — F(n, «), 

-|- F(n -|-An,y -j- Ay) — F(u-1- An,y), 

ou ce qui est la même chose : 


F\n y) — F II, y) 

An = ! Au 

An 

F(n-|- Au, y-}- Ay) — F(ii-fAu,yj 

-j Ay. 

Ay 


Maintenant, si l’on désigne par F. (u, v) etF',(u, f), les 
dérivées de F (u, rj prises, la première par rapport à la va- 
riation de u, y étant considéré comme constant, et la seconde 
par rapport à celle de v seulement, les rapports qui forment 
les multiplicateurs de Au et Ay, dans l'expre«sion de Ay, 
différeront, chacun, de leur limite ou dérivée F'„(u, y), 
F', (u -f Au, y), d’une quantité qui tend à devenir nulle en 
même temps que Au et Ar. En représentant ces quantités 
respectivement par a et 6, on aura : 
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et par conséquent : 

Ay = [P„(«, v) -j- «JA(/ + 

Mais F„ (u + Au, r) ne diffère évidemment de F'.(u, r) que 
d’une quantité qui devient nulle avec Au ; la représentant 
par e, on aura : 

Ay = v) + »]A« + [F,(u, v) +(6 + e)]Aj;, 

ou en divisant par Ax : 

^ =[F'„(tt,t;)+a] ^ + [F’,(u,y) + (6 + E)l 


et à la limite 


g = P.(«,i.)^ + F>,u)^. 


D’ailleurs, la quantité F'„ (u, v) étant la dérivée de F (u, r) 

, . dF(u, t’) 

par rapport à u, pouiTa se mettre sous la forme — — — ou 

fi F ftt V ^ 

^ ; celle F'„ (u, u) l’étant par rapport à v, sous celle — 

ou — . En remplaçant, dans l’équation précédente, F'„(u, r), 
dv 

F’„(u, v) respectivement par ces valeurs, on aura donc: 


dx du dx 


dy dv 
dv dx’ 


ou, en multipliant par dx : 

du ' dv 
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Si l’on avait : 


2S 


et 


on poserait : 


y=V(u,v,tc), 

U = <|/(x), tJ = <p(x), IC = f(x) , 


-f [FV> + 6 ]Aü 

+ [F'io(w + Au, » + Al), w) -f y]aic, 


et les mêmes considérations conduiraient à l’expression 

di/ , , rfü . , , dw 

- = F .(«, c, IC) - + F .(«, c, «I) - + F „(u, c, «-) - 


ou à celle 


dy dy du dy dv dy du> 

dx du dx dv dx dw dx ' 


ainsi l’on aurait: 


rfy = ÿ rfu + rfü -f ÿ dw. 
du ' dv ' rfic 


Concluons donc de là que, la difjêrenlielle d’une fonction y, 
composée d’un nombre quelconque de fonctions de la variable 
indépendante x, est égale à la somme des différentielles que T on 
obtient en prenant successivement la différentielle de la fonction 
y par rapport à chacune des fonctions qui la composent. 


APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 

23. Lorsque les fonctions qui composent y sont ajoutées, 
multipliées ou divisées entre elles, les règles de différentiation 
se déduisent des principes qui précèdent. 

Différentielle d’une somme. — Soit 

y = u-\-v—t, 
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M, t', t étant des fonctions quelconques de x. On aura iniué- 
diatement : 

rfÿ du dv dt 

dx dx ' dx dx’ 


ou 


dy — du-\-dv — dt; 


en sorte que la dilférentielle d’une somme de fonctions est 
égale à la somme des différentielles de ces fonctions. 

24. DifférentieUe d'un produit. — Soit 


IJ = uv, 


U et r étant toujours des fonctions de x. On aura : 


du dv , du 

— = U 1- 1> — , 

dx dx dx 


ou 


dy = udv + vdu. 

On aura de même, pour un produit de trois fonctions u, f, t : 


du dt , dv , du 


c’est-à-dire 


dy = uvdt -j- utdv -j- vtdu ; 
et, en général, pour 

y = uvt ...w, 

dy = vt ...u>du ut...wdv uv ...wdt -f- uvt ...dw. 


Ainsi, la différentielle d’un produit de fonctions s’obtient 
en multipliant la différentielle de chaque fonction par le pro- 
duit des autres fonctions, et ajoutant tous les résultats. 

25. DiU'irentielle d’un quotient. — Soit 


U 
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on a U = vy, et d’après ce qui précède : 
du = vdy -j- tjdv] 

remplaçant y par sa valeur^, on obtient: 


du = vdy ^ dv, 

d’où l’on tire : 

, vdu — udv 


Ainsi, la dilTérentielIe d’un quotient est égale au dénomi- 
nateur multiplié par la diiïérentielle du numérateur, moins le 
produit du numérateur par la différentielle du dénominateur; 
le tout divisé par le carré du dénominateur. 

26. Différentielle d’une puissance. Soit y = u", m étant 
entier et positif. On peut considérer y comme étant le produit 
de m facteurs égaux à u. Or, si l’on observe que 

d (uvl... M’) = vt...wdu-\-ut..,u>dv 

-f- uv... «ait uvt... dw, 


on aura, en supposant que tous ces facteurs dont le nombre 
est m deviennent égaux à u : 

dy ou du’' = du. 

Cette expression s’étend à toutes les valeurs négatives ou 

fractionnaires de m. En effet, soit d’abord m =-; on aura 

? 

P 

y = d’où y'‘ = u‘‘ ; et en différentiant chaque membre, 
d’après la règle qui précède, p et g étant entiers et positifs : 


on tire de là : 


yy*"' dy = pu''~* du ; 


rfy = 


pu’’"' du 
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ét en substituant à la place de y, dans le second membre, 

r 

sa valeur il vient : 


réduisant, on a ; 


dy = 


pu’^'du 

qv? 



du, 


et en remplaçant ^ par m : 


du" = mu"' ’ du. 


Soit maintenant m = — n, n étant entier ou fractionnaire, 
on aura y == u"", d’où y = ^; et en dilTérentiant au moyen 
de la règle du n" a5 : 


on aura donc : 


du" nu"* ^ 

■V „>« „tn 


dy ou du"" = — mr"~*du, 


expression qui se réduit à celle du”' = »iu"*"'du, lorsqu'on 
y remplace — n par m. 

27. Différentielle d’une expression radicale. L’e.\pression 
de la différentielle d’une fonction radicale se déduit aisément 
de la règle qui précède. En effet, soit : 


on a : 


et par suite : 


m 


dy = — u" 
m 


du -, 


dy = 


du 


m V/ ir 
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Lorsque m = 2 , on a : 


dy = 


du 

2 


résultat que l’on énonce en disant que la dilTérentielle d’une 
fonction radicale du second degré est égale au quotient de 
sa différentielle par le double du radical. 

28. Remarque. Lorsque les fonctions u, v, t, qui composent 
y sont combinées avec des constantes, on différentie en obser- 
vant que, en général, 

dF(fl) = o, 
et 

d [ûF (j)] = nd F (x). 


a étant une constante. Ainsi, on a : 


d (ûu-f- Au + c) = ndu -f bdv, d 



On a de même : 

d(u+ i) = du-\-dv \ — I , 


adv 

1F‘ 


en remarquant que \j—\ peut être assimilé à une constante. 

29. Exemples. Voici maintenant quelques exemples des 
règles qui précèdent : 

1” Soit : 

« = (a 4- ^ 


on a : 

mais 

donc 

2" Soit : 


da = TO (a 4- 6x") d (a -f Ax") ; 
d (a 4- ix") = d (6x") = néx"-‘ dx , 

^=mnbx’'-' (a4-6x»)"-‘. 
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on a : 

! [(ft — x) j: -f- xfix] 

" “a (6— . ’ 

d’où 

du «[{/) — x)-f-a"] ob 

dx (6 — x)* [b — x)*' 

3” Soit 

M = yrt*-f-x’. 

En appliquant la règle des radicaux, on a : 

, ixdx du 2 X 

du = ■ ou — = - j ' 

3v/(a’ + x’)’ 3V/(o' + x*)* 

On facilite quelquefois la différentiation des fonctions 
compliquées en faisant usage de la règle des fonctions de 
fonctions. Soit par exemple : 

K = (a + 6x")’". 

En posant (a + bx") — y, on aura u = j/", et en différen- 
tiant tour à tour ces deux fonctions, il viendra : 


du 

— z= mÿ" ‘ = ffj (a + 6x")"“‘ , 


d_y 

dx 


= nfrx"'‘; 


multipliant l’une par l’autre ces deux valeurs de — , on 

dy dx 

aura donc : 

du 

^ = mn6x"“‘ (a -f 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÈPENDANIES. 

30. Soit M = F (x, y) une fonction quelconque de deux 
variables x et y que nous supposerons indépendantes l’une 
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de l’autre. Pour obtenir la dilTérentielle du de cette fonction 
ou U, nous suivrons la marche indiquée au n" ( 22 ) ; ainsi, 
nous supposerons que « et y devenant respectivement x + Ax, 
y + %• w prenne l’accrois-seinent Au, c’est-à-dire se change en 
U 4- Au. Nous aurons alore pour l’accroissement Au de u ; 

Au = F(x-l-Ax, y-f-Ay) — F(x,y) 

et cet accroi.ssement pouria se décomposer, comme on l’a 
vu, en deux parties, l’une 

F(J+ Ax,y) — F(x,y) , 

— Ax, 

AX 

provenant de la variation de x dans F (x y), y étant consi- 
déré comme constant, et l’autre 


F(x-f-Ax,y4-Ay) — F(x-f-Ax,y) ^ 

J- ij, 

relative à la variation de y seulement. 

Cela posé, si l’on suppose que Ax et Ay décroissent jusqu’à 
zéro, on aura, d’après ce qui a été dit n* ifi : 

lim F(x-f Ax,y) — F(x,y) , dF(x.y) , 

Ax = — rfx, 

Ax dx 

lim F fx-(- Ax. y-j- Al/) — F(x-f-Ax.y) dF(x,y) 

Pour la différentielle cherchée, on aura donc : 


ou parce que 


du = 


<^F(x,y) </F(x,y) 

dx dy 


dy. 


dF{x.y)_ 


dx 


du </F(x,y) 


du du 

= -- dx -f — dy. 
dx dy ^ 


du 

rfÿ’ 
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Les dérivées —, — qui composent cette expression et qui 

sont relatives, la première à la variationde x. et la seconde à 
celle de y, se nomment les dérivées partielles de la fonction u; 
et l’on appelle différentielle totale l’expression de du ou la 

somme des différentielles partielles ^ dx, ^ dy. On voit donc 

‘ dxdy 

qu’il faut bien se garder de confondre le du qui se trouve au 
numérateur, et qui représente la différentielle partielle de m 
par rapport à x ou à y, avec celui qui est dans le premier 
membre de l’équation, et qui représente la différentielle totale 
de cette fonction u. C’est pour établir cette distinction 
qu’Euler avait proposé d’écrire : 

Si l’on avait : 

« = F (X, y, 3), 

c’est-à-dire si la fonction « dépendait des trois variables x,y,z, 
on pourrait décomposer l’accroissement Au de u en trois 
parties provenant respectivement de la variation des quan- 
tités x,y,z, et les mômes considérations conduiraient à 


y: j)^ y, _ z) 

dx dy dz 

en sorte que l’on aurait : 


du = ^ dx dy -\- 
dx ’ rfy ' 


du 

dz 


dz. 


On aurait de même pour une fonction de quatre variables 
indépendantes x, y, z, t 


, du , .du , .du , .du , 

du = -r dx 4- — dy — dz 4- ~ dt, 
dx ^ dy ^ ' dz ^ dt 


d’où l’on voit, en général, que la différentielle d’une fonction 


Digitized by Google 



33 


UIFFKRKNriATIO.N DKS FONCTIONS ALCÉBRIQl’ES. 

de plusieurs variables indépendantes, se forme toujours de la 
somme des différentielles de cette fonction, prises respecti- 
vement par rapport à chacune des variables qui la composent, 
c’est-à-dire de la somme de ces différentielles partielles. 


31. Si deux quantités petq sont fonctions l’une de l’autre, 
les dérivées partielles de ces quantités seront propor- 
tionnelles. 

En effet, soit 

p = F(ç). 

On aura : 


dx ^ dx’ 


et de là on tire : 


il 



df) dq 

dx dx 

dp dq 

dy dy 


La réciproque de cette proposition nous sera fort utile par 
la suite. 


32. Exemples. — i“ Soit la fonction 


U = x"y^. 

On aura, en différentiant par rapport à x 


et par rapport à y 


^ dx=nx’^'dx, 
dx 


du , . 

-=my-'dy. 


Pour la différentielle totale du on aura donc 
du = nX^~'dx + my'^'dy. 


TOME I. 
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î" Soit encore 


«.y 


V'x’+y 

que l’on peut écrire ainsi 

— 1 

M = ay(r* -f-y’) *. 

On aura, par rapport à x 

^ rfx= — - rty(x*+y’r*axrfx = 

(x-+yŸ 

et par rapport à y 

rfy = arfy (x’ + y*)” ' — ^ ay (x’ + y’) ^ ayrfy 


_ «</y 


ay'àf 

7 1 • 


(’’ + y’)’ (x’ + y*) 

Pour la dilTérentielle totale on aura donc 


du 


axydx ady oy’rfy oxyrfx-|- ax’rfy) 

(x* + y«)* (x*+y’)’ (^’+ÿ*)’ ' 
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DIFFÉBEMIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS LOGARITHMIOCES. 

33. Soit 

y = log X, 

ce logarithme étant pris dans un système dont la base a est 
<Juelconque. On a 


Ay = log(x + Aa-) — logx= log^i + 
et, par suite 

log (, + L*) 


Aa: 


Ax 


Posons — — — , d ou Ax = — ; il en résultera 

X m m 


Ax X . V ' w/ 


log (,+iy 


atteindra sa limite 


Si maintenant on suppose que m croisse indéfiniment, aloi-s 
Ax diminuera jusqu’à zéro, et 
que l’on sait être égale à r ; donc 
dy log e 




dx 


loge 


ou dy = d log X = dx. 

X 
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Les logarithmes sont pris ici dans un système quelconque. 
Si l’on adopte celui dont la base est le nombre e, et que l’on 
nomme népérien, on aura, en désignant par / ces nouveaux 
logarithmes, le = i , et par suite : 


<^_l 

dx X 


ou 


dy 



34. Applications. — i” Soit, sous la forme d’un produit 


on a 


n = /(xy). 

ydx + xdy dx dy 

“ “ x.y ~ x~^ y' 


2 ’ Soit encore 
on a : 


du: 


U =/(x"), 
mx""' dx mdx 






DirrÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPONENTIELLES, 


35. Soit : 


y=a*- 


a étant une constante. On a : 


Aÿ = a* + — ft* = fl* — 1 ), 

d'où 

Aÿ a* — 1) 

AX Ax 
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Posons — 1 = — : il en résultera 

m 

”*'=(■ +s)’ 


et, en prenant les logarithmes, 


Ax = loga=log 1 


log(i + ^) 

d’où Ax — ' 

log a 

par conséquent 


a* log a 

a* log a 

- 


, / i\« 

m 

•og(>+- 

\ ni/ 



Passant à la limite, il faudra rémplacer 
donc 

dy a‘ log a 

dx log e ’ 

Si les logarithmes sont pris dans le système dont la base 
est e, alors le = i, et par suite 

^ = a* log a ou dy = da^ = a* log adx. 

Si a = e, on a 

- 7 -=e* ou de‘ = e*dx. 
dx 
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DIFFÉRENTIATION DE QUELQUES FON’CTIONS EXPONENTIELLES 
COMPLIQUÉES, 

S6. Soit d’abord rexponentielle 


dans laquelle u et u sont des fonctions de x. 

En prenant les logarithmes de chaque membre, on a 
hj z=vlu ; et en dill'erentiant : 


dly = vdlu -f- ludv, 


on tire de là (n* 33) : 


par conséquent 

Soit encore 
(») 


dy d« , , J 

— = v ^ ludv 

y « 


ày = y{v^ -\-ludi^-, 
dÿ = a" ■ 


y=a*'. 


Faisant b^=v, on aura y — a“-, et en dilTérentiant (n" 3.ô) ; 

^ — a'‘la = a'‘‘ la ; b^lb. 

du ’ dx 

D’après la règle des fonctions de fonctions, on aura donc : 


ou si l’on veut : 


dy di/du , „ 

^ ^ = a‘ la.b'^lb, 

dx du dx 


dy = rt* b’ialbdx. 
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Soit enfin 

( 3 ) y = v'‘\ 

v,u,t étant des fonctions de x. En faisant u‘ = ;, on a 
y = v‘-, les équations y = »• et z = u‘ étant de même forme 
que celle (i), donnent : 



substituant dans la première de ces expressions, k la place 
de dz, sa valeur donnée par la seconde, on aura donc : 

dy = ü* 4- Ivti' (/ ^ j, 

OU si l’on veut : 

rfy z= 4 - /vm' ^ 4- J . 


FONCTIONS CIBCUUIRES DIRECTES. 


37. On nomme ainsi les fonctions qui naissent de la con- 
sidération du cercle; ce sont : sin x, tangx, seca:; cosa:, cota:, 
cos X. Nous allons chercher l’expression différentielle de ces 
diverses fonctions, en prenant pour plus de simplicité le rayon 
égal à l’unité. 

Différentielle de sin x. — Soit 

y = sinx; 

il en résulte : 


ay=sin (x4-Aa:) — sinx=asin — cos ^x4- — 
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sin 

Ay ^ 


Ax Ax 

2 


cos 


h “y 


Supposons que Ax diminue jusqu’à zéro; le rapport 

Ax 


sin ' 


Ax 

a 


/ Ax 

du sinus à l’arc on aura pour limite l’unité, cos Ix + — , 
réduira à cos x. Donc 

^ = cosx ou dy = d sin X = cos xdx. 
dx 

38. Différentielle de cos x. — Soit 

ÿ z= cos X = sin — x^ , 

^ = — cos (- — x^ = — sinx, 
dx \a / 

dy = d cos X = — sin xdx. 

39, Différentielle de tang x. — Soit 
y = tangx, 


se 


on a : 


et par suite : 


011 a ; 


tang X 4- tang Ax 

Ay = tang (x+ Ax)-tang x= ^ 


ou 


Ay = 


tang Ax(i-f-tang*x) 
i — tang X tang Ax 
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et pai' conséquent 

tang ^x i -j- tan g* x 
^x Ax ' 1 — tang X tang Ax ’ 

Passant à la limite, il vient : 


il 


donc 


^ = I 4- tang'x = séc*x = — ^ ; 
dx cos’x 

. . dx 

dij = d tang x = — — . 

cos* X 


40. Différentielle de cot x, — Soit 

y = cot X — tang — x^ , 


il en résulte 


dy. 

dx 


cos 


et par conséquent 




, — dx 

d'J = ■ , • 

sm’ X 


— I 

sin*x* 


41. Différentielle de séc x. — En posant 


y = séc X : 


cos X 


on a, par la règle des fractions, 
d cos X sin xdx 


cos’ X cos’ X 


; tang X séc xdx ; 


ainsi. 


dy = d séc x = tang x séc xdx. 
4‘2. Différentielle de coséc x. — Soit 

y = coséc X = séc — xj. 
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On a : 

^ = — tang séc — xj = — col x coséc x ; 

donc 

dy — d coséc x = col x coséc xdx. 

43, Applications. — l'Soit 

U =(sinx)"(cos x)". 

En remplaçant (sin x)“ et (cos x)" par leurs dilTérentielles, 
on trouve ; 

/f^sin x)" = m(siii x" 'dx cosx 
d(cos x)" = — n(cosX;" ' sinxrfx, 


puis réduisant, 

du = (sinx)"'' (cosx)"*' (m cos’ X — «sin’xjrfx. 
2* Soit 

vsin X)" 


cosx ' 


on a ; 


(sin x)”*"' 

du == : 7 {nt eos’x + n sin’ x)dx. 


cos X ' 


3» Prenons 


. . r iId a 


d’où 


u = x‘ 

En posant sin x = y, on a : 

U = x'>, 
du=x'‘ ^dylx + ’ 

et par conséquent 

du = x*‘"* ^cos xlx 


Soit enfin 


1 


« = cosx*‘“*; 
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faisant cos x= z, et sin x=:(/, on a : 

u = z*. 

et ensuite 

J , / ■ sin*3:\ . 

du = cos X*'"* cos xl cos X — - — - dx. 

\ cosx/ 


DlFFÉRENTIEtt.E DES FONCTIONS CIRCLXAIRES INVERSES. 


44. On appelle fonction invene d’une fonction F (x), la 
fonction f (y) que l’on obtient en résolvant, par rapport à x, 
l’équation t/ = F(x). D’après cela, les fonctions sin .r, cos x, 
tang X, etc. ont respectivement pour inverses celles arc sin x, 
arccosx, arc tang x, etc. On obtient facileinentladilTérentielle 
d’une fonction inverse, quand on connaît celle de la fonction 
elle-même. En effet, soit d’abord: 


on H : 

d’où 

et 

ainsi 

Soit encore 


y =arc sin X, 
X = sin y, 
dx =: cos ydy 
^ dx dx 


cos y y/i—x*’ 
dx 


dy — d&vc sinx = 


V I — x' 


on aura : 


d’où 


y = arc tang X; d'ou x = langy, 
dx= 

cos’ y 


et par conséquent 


rfy = rfxcos’y=-^, 
I + x 


dy = d arc tang x = 


dx 

I -f-x’‘ 
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Eli opérant de la même manière à l’égard des autres fonc- 
tions circulaires arc séc x, arc cos x, arc cot x, arc coséc x 
on trouve : 


J . tlx , dx 

darcsecx = — - , aarccosa: = 


Xÿ'x* — 1 


v« — X* 

— dx 


, — dx 

O arc cot x = — ^ — r. darccosécx = 

v/x*-i 

45. Voici quelques applications. 

Soit 


(>) 

on aura : 


u = e’ 


du z=c‘'*‘^°^d. arc sin x = e •” * - 


dx 


(2) « = arc sin {2X V 1 — a’), du = 


adx 


V I — x’ 


(3) U — arc tang ( - j , 


du = 


(4) U = arc sin- 

(5) U = arc cos 
(G) U = arc tang 


V^> + 

b-\-a Cüs X 


du : 


V I — x’ 
vdu — udv 
«•-f ü’ ’ 
dx 


1 -)-x' 


J > 


« 6 cos 

2X 


I)’ 


du= rf.; 


1 — X 


du = 


(7) « = arc tang [(v i+x’)—xl, du = 


(H) « = arc tang , 

(G) « = arcsinY/g^, 


du = ■ 


a 4- 4 cos X 
idx 

7+^’ 

dx 

a(i-f-x’)’ 

lib-af 


1 > 


du =- 


(1 — ix)(a-l-4x)* 
x\ji 




iydx—xdij). 
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CHAPITRE V. 


DÉRIVÉES D'ORDRES SUPÉRIEURS. 


DÉFINITION DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIEI.I.ES DES DIVERS 

ORDRES. 

46 . Soit y OU F (x) une fonction quelconque de x. On peut 
considérer la dérivéede y ou F'(x) comme une nouvelle fonc- 
tion variable et en prendre la dérivée. Cette dérivée se nomme 
dérivée seconde ou du second ordre de y, et se représente par la 
notation y" ou Fï (x). En considérant de même F" (x) comme 
une fonction variable, et la différentiant, on obtiendra F”' (x) 
ou la dérivée troisième ou du troisième ordre de y. Continuant 
ainsi on obtiendra les dérivées de tous les ordres de la fonc- 
tion y. On représente par y ou K"(x) la dérivée n"'* de y. 

Les mêmes considérations s’appliquent aux différentielles. 

Soit 

dy = F'(.r)rfx , 

du étant constant et arbitraire. On aura 

d{dy) = [</F'(x)]dx = F"(x)rfx*, 
ou d’après la notation usitée 

d*y = F''(x)dx*, 

différentielle que l’on nomme différentielle seconde ou du second 
ordre de y. 

Traitant de nouveau d'y comme on vient de le faire pour 
dy, 011 obtiendra : 
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r/’y = F’"(x)'/x’, 

OU la différentielle troisième ou du troisième ordre de y . 

On obtiendra en général pour la diirérenüelle d’ordre n, 

d"ÿ = F'fxjrfx". 

On déduit de ces expressions les suivantes relatives aux 
dérivées successives de y ; 


dx 


= F(x), 


dx* 


= F''{x;, 


d»v 

J? 


F»... g = F-(x). 


47, Voici des exemples de ces dilTérentiations succes- 
sives : 
i“Soit 

F;x) = x’", 

on a : 

F(x) = m.r” ' , 

F'(x) = m[m — i)x"‘*. 

F"'ix) = m[m — 1 ) (m — 

F"(x) = m(m — I ) {m — a)’ (»« — Sjx*""*, 


Lorsque m est un nombre négatif, fractionnaire ou imagi- 
naire, cette suite se prolonge ii l’infini. Mais lorsque m est 
un nombre entier et positif, la dérivée de l’ordre marqué 
par m est une quantité constante, et toutes les dérivées ulté- 
rieures sont nulles. Il est aisé de voir que cette constante, 
valeur de F" (x) , est : 

m{m — i) [m — a) ... 3a i. 

a* Soit 

F(x) = 

En dilTérentiaut successivement, d'après la règle du n“ 35, 
il vient : 

F(x) = o‘/a, F'(x)=fl*(/fl)’, F'"(x) =a'(/a)’ ... F"(x) =0^0)". 
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Lorsque le nombre a devient e, on a : 

F'(x)=e*, F"(x) = e% F"'(x) = e* ... F"(x) = r', 

d’où 

F'(x) = F"(x) = F"(x) = ... F"(x), 

et l’on voit que, dans ce cas, la fonction F (x) est conslaui- 
ment reproduite par les différentiations successives. 

3' Soit encore 

F(x) = logx, 

on a: 

F'(x) = x“'. loge, 

F"(x) = — I .x“* log e, 

F"(x) = 1 . a . X"* log e , 


F’'(x) = ± I . a . 3 . . . (n — I )x'" log e, 

le signe positif correspondant à n impair et celui négatif à n 
pair. 

Si a = e, alors F (x) = /x, et il vient : 


F'(x)=-, 

X 


F"(x)=--, 


Flx) = 


1 . a 


P’(X) = -. 


X 


K ’ 


P(x) = ± 


1 3 3 4 


•0 


le signe positif correspondant toujours à n impair, et celui 
négatif à n pair. 

4” Considérons maintenant les fonctions trigonométriques 
sin X et cos x. 

On a pour 

F(x) = sin X : 
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et ensuite pour 
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F(x) = cos X = sin ^x + • 

F"(a;) = — sin X = sin (x + it), 

F'"(x) = — cos X = sin ^x + ^ j > 

F”(x) = sin X = sin (x + a"), 

• / , 5n\ 

F'(x) = cos X = sin I X 4 - — j » 

p(x) = sin ^x + ; 

F(x) = cosx; 

F'(x) = — sin X = cos ^x 4* i 

F"(x) = — cos X = cos (x 4- Tt), 

/ , 3 >'\ 

F'"(x) = sin X = cos I X 4- — I > 
F"(x) = cos X = cos (x 4- ait), 



D’où l’on voit qu’ après deux différentiations successives, 
les fonctions sin x et cos x se reproduisent avec le signe — , 
et qu’ après quatre différentiations, elles reviennent avec leur 
propre signe. ' • 

5“ Soit 

y — sin mx. 


on a 


^ m cos mx = m sin ^mx 4* 

d'y d . ( , / , ’fX 

— — m ^ sin ( mx 4 - - 1 = m’ cos ^mx 4 - -j 


dx' 


— m' sin ^mx 4 - - 4“ * à) ’ 
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et généralement 

— = TO" sin 1 mx + « - j • 

On aurait de même pour 

y = cos mx 

g = m"co8^mx4-n?j. 

0* Soit la transcendante 

y = e*“*>.cos(xsm 9). 

on a 
dy 

^ [cos (x sin 9) cos 6 — sin (x sin 9) sin 9] 

= “* • cos (x sin 9 -f 9) ; 

^ ^ cos (xsin 9 + 9)]=e* “*• cos (xsin 9 + 9 -f 9) 

= e* “*• cos (x sin 9 -f- a9); 

^ = e*®“*cos(xsin 9 -f 39); 

d‘y , 

= e* • cos (x sin 9 + 49), 


et généralement pour la dérivée de l’ordre n 
^ =c*“*9 cos (xsin 9 -j- «•). 


7* Soit encore 

y =«"co8 mx 

on a 

dv , 

^ = <"(a cos mx — m sin mx); 

posons 

- = tanga, 

TOUS I. 
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a = (a* + m*)^cos«, m=(a*-}-»»*)sin* 

En substituant, il vient 
du - 

^ = (a* + m*)* e"(cos a cos mx — sin « sin mx) 

= a* -|- m*)* e** cos [mx -f a); 
d’où l’on déduit 


d*t/ 

— ^ = (a* + ”**) cos + **)» 
dx 

^ = (a’ + m*)’ e" cos (mx + 3«), 
dx^ 


et en général 


<T« . - 

• = (a* ^ (cos nix 

On aurait de même pour 

ÿ = e“ sin mx. 


d'y _ 


dx" 


(a* -{- m*)’ sin (mx + na). 


FORMULE DE LEIBNITZ POUR LA DÉRIVÉE d’un PRODUIT 
DE FONCTIONS. 

48. Lorsqu’on a une fonction composée d’un produit de 
deux ou de plusieurs fonctions simples, on peut faire usage, 
pour la détermination des dérivées successives de cette fonc- 
tion, d’un théorème dû à Leibnitz, et que nous allons démon- 
trer. 

Soient u », deux fonctions de la variable x, on a 
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d (uv) 

do 




dx 

= “dï + ‘'di’ 



d*(u v) 

d*p 

dtt 

du 

d*M 

dx* 

~“d? 

+ “di 

dx ■^*’dx*’ 

d*(« e) 

d*o 

1 .T 

d*» 


dx* 

II 

+’3Î 

dx* 

1 1 


+ 


dv 

dz 


, (Pu 


d’où l’on peut conclure par induction, comme l’a fait Leibnitz 
{commet, épis., vol. I), 


(>) 


d^[uv) d"v ^ ^du dp-'v ^ n(n — i) d’w </**•» , 

// Arp I . » A.pt * * * * 


, n{n — i)...(n — Ai+i) d^u (Pu 

iaZ,..k rfx*'rfx"“* ‘ rfx* **' 


Pour démontrer cette formule, H suffit de faire voir que si 
elle est vraie pour la valeur n, elle l’est encore pour la valeur 
n -j- 1 . Or, en düTérentiant ses deux membres, on a 


d**'(uv) /du rf„D I ^ d’^^v^ I „ d’ ^v , du d"v\ , 

dsP** \dx dx, ' ** dx""' V " \dx* ‘ dx"" ' ' dx ’ d"x/ ' ‘ ' ’ 

n(n — i)..,(n — A-fO /d'^'w d’^'‘v d'u d"~^*'v\ 

' ia3...A: \dx*^'' dx""‘'^dx‘dx"'‘^‘/ ' 

/d’^'u d“tt dv\ 

' Xdx'^* ^ dx" dx) ’ 

Réduisant dans le second membre de cette expression les 
termes entre parenthèses, et remarquant, comme l’enseigne 
l’algèbre, que le coefficient de la puissance n + i d’un binôme 
se forme de la somme de deux coefficients de la puissance 
immédiatement inférieure n, on trouve 

tP*'(uv) (P'^’v I ^ du d"r ^ (n+i)n d'it d"-‘v , 

dx"** ** dx"*‘ * dx dx" ' i.a dx*dx"~*''” 

, (n+ i)n...(n-|- 1 — t + i) d*« d"^‘'‘o d"*‘u 

* ia...è dx*'dx"*‘~* "'~^^dx"*‘' 
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formule qui n’esl autre que celle (i) dans laquelle on aurait 
remplacé n par n + i. 

49. — Donnons quelques applications : 

1 * Soit 

on a 
d^{uv) 


dx" 


= p(p— — n+ i) (i — 


r. -| 

I p — n+' > — a: 

I I "[» — «) P(/>— O 

L i.a ■{/)— n-f- 1) (/3 — n-f-a)‘(i— x)‘ ' -* 

Si n = p, cette expression devient 
«/'[x"!— x)"! 


= p(p — i)...3a I |(i— x)”— (i-xl'-'x 


dx’’ 

a* Soit 
on a 
d"(a v) 

=p(p— i) (p — a) ...(P— n + i)x»-"X 
I n(n — i) 1 


uv = x’’ logx; 




logx4-n- . 

p — n-|-i i.a (p— n+i)(p — n+a 

n(n— i) (n — a) 

i.a.3 (p— n -t- i) ... (p — n+5) 

Si n = p, cette expression devient 


h 


rf’’(x'*logx) 

dx” 


3* Soit 


= p(p-.)...5ai[logx+^-^^ 

. P(P— >)(P— a)«-a 


(i.a.3)* 




a V ; 


(a-r^)*’ 

(6+x)*^ 
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d’où 


KD = (a -f- xy . (6 -f 

En appliquant le théorème (i), on a 

d'iuv] , , , , ,(a + x)'^“ 

-55T=rtf— )• 

Ç (a + x) 


\-P 


+ 

4* Soit 
faisons 
En posant 

on aura, 


I p — n + 1 (6 + x) 

— >) q{ç + 0 (a + x)* 

i.a (p — n + i)(p_n+a) (*-f X)' 

uD = e"cos tnx.x’’; 

« = e“cosmx, v^x’’. 


- = tanga, 
a 


d*M 


= (a’ + m’)* e“ sin (mx +”*)• 
On aura donc, par le théorème de Leibnitz, 
= e“(a* -f cos (mx + na) 

+ npx^«S£ ^ .^”Jf.±±L- » H 


i.a 


(a* + w*J 


Prenons 
on a 
d’(uv) 


uv = e“x’’; 


—J—= e“ |^a"x'’-f-npa’'''x'’''-l — ^ p(p — i 
On a de même pour 
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tt l' = e“x', 


'Lj^= e“ j^a'’x" + /yna’’"'x"'' — -}-••• J i 

d’où il suit que 


e-x' = a'-*x^ 


5* Soit 


iio = e“X, 

X étant une fonction quelconque de x; posons : 
u = X, »=e"; 


on a 


rfx" Ldx" ' rfx*“‘ ^ i,a dsT^ ' J 


= Xc“ 


dir~* 


d’où il suit que 


6* Soit 
On a 


y = e» 


e*(«^«* = y + A^ -I ^ 

dx^.adx*+”’+ia3...ndx^ 


rf-y 




D’ailleurs 


et 


+ <î£î£ A-+ lîîîL' *.+ ... , 
i.a ' i.a.3 
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multipliant ces deux égalités membre à membre , et prenant 
le coefficient de h", qui est 


— ^ |^c*(ax)'* -f n(n — i)c^'(aa:)’*"* 

on trouve, après avoir multiplié ce coefficient par i a 3 ne''*, 
= e"’ ^c*(ax)" + n{n — i)c"“‘{ax)"“* 


1 .a 


7 * Soit 


C08 (x*) 4- i sin (x’) = e***. 

On a, d’après ce qui précède, 
(^)"cos(x*) + .(^)'‘8in(x») 

= e“* l^i'^(ax)" -)- »’'■* . n(n — i ) (ax)’*' 


Mais, en général 


n(« — i) (n — a) (n — 3) 

I . a 

1t 


(ax)-‘ + ...J. 


donc : 


= (ax)"e *-^4-n(n — i){ax)"’e‘- 


En séparant les quantités réelles et imaginaires, on en 
déduit 
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(^) ~ ” “J 

4-n(n — 0 (ax)""* C 08 j^a:* + (n — i) 

_^ n(n-^)in-.)(n-Z) eos[x*+(n-a)g+ 


et 


8În(x)*=s(a«)"sin |^x*+n^J 

i) (ax)"“*8in ^z*+(n — 1 )^ 

8* Soit maintenant 


U” = 


on a 


o' + x*’ 

_i_ = _L „ __L_^\ 

a* 4" ®* !»a* \x -\- ai X — ai/ ’ 

et en différentiant n fois 


-(-•r' 

ou bien 


/ix) ’a*4-x* 
n(fi— 1 ) (n— al...ai 


aa< 


t(x4-a0”‘ 


\dx) ' o*+x* 

—y («--a)...a.i Hx — ot)»^* — (x+ ai)"** ! 

. aa» |_ (o* -f- x’)"^‘ J 


Posons 


8 = arc tang-; 

X 


Digilized by GoogI 



DÉRIVÉES d'ordres SUPÉRIEURS. 


57 


d’où 


il en résultera 


= (a*+x*) 


«+i | 

* 


* = («’ + x’)*cos6, 
a = (o’ + x*)*sin0; 

(x — 

cos j^(n -f- 1) arc 
— i sin |^(n 4- »)) ^ ^8“ J ^ 
(x 4 ai)’'+‘ 

^^cos[^(n4 i)arctang^j 

4 « sin j^(n 4 0 arctang ^ J | 
et par suite, on aura, en substituant, 

f-)"— 

\dx/ a* 4®* 


= (a* 4 X*) 


it (n — 1.) (h — a)...a.i 


K+t 

a(fl4®*) * 


sin 


|^(«4 i)arctang^J. 


= (-!)« 

On trouve de la même manière pour 

X 

** 0*4®*’ 

/£\» ® 

\dxj *o*4x*“' ‘ !±i 

( 0 * 4 ®*) * 

• - cos [(«4 i)arctang?J. 

Ces résultats remarquables sont dus à M. Liouville. 
9* Soit encore 
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En développant cette fonction et dillérentianten particulier 
chaque terme du développement, on parviendrait à la valeur 
d"|/ 

de ^ . Mais comme cette valeur se présenterait alors sous 


la forme d’une série infinie, il est préférable d’avoir recours 
au moyen suivant, qui est de Laplace. 

En différentiant un petit nombre de fois l’expression pro- 

t d"î/ 

posée, on s’aperçoit aisément que doit être de la forme : 


fl, e" + +...+ a.e- 

a,, a,*', a. étant des constantes. 

On peut donc écrire : 

(0 («“ + > )”+‘ =fl,«’“+fl_,«‘’-‘>'+fl_,e'-«‘+...+a,e'. 


D’ailleurs 

d'où 


y = e- — «-**+ <r»«— ... 


(a) 


^ = (— 1 )« (i»e-— a"e"** + 5"e“ 
02* 




De même en développant (e*+i)*^‘ 

_ 1 e“4- 

^ I ^ i.a 

[ («+Qn(n-i) ^ 

i.a.3 

Mûntenant si on multiplie membre à membre les deux 
équations (a) et (3), on aura un produit égal à (i); et comme 
cette équation ne renferme qu’un nombre fini de termes à 
exposants positifs, il devra en être de même du produit de 
(a) par (3). En ne considérant que les termes à exposants 
positifs, on aura donc 


4(e'+ir’ 
(3) { 
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+r3-_ttLW<î±i): 

L t i.a 

d’où 


«("-»)• 







et»-*) 

1 (e* + i)*+‘ 


10 * Soit enfin 

y=F(®*). 

DiiTérentiant successivement cette fonction , on obtient 

g = («) F{**), 

^=(a»)* F-(x*) + 6{«) F'fof*); 


d’où l’on peut conclure par induction 





I t/x" 


= (ax)" P*(x*) +n{n — i) (ax)*^ F*"‘ (x*) 
«(l— i)...(il— »*+■) 

i.a.ssA: 


Pour démontrer cette formule, il suffit de faire voir que si 
elle est vraie pour une valeur quelconque n, elle l’est encore 
pour la valeur immédiatement supérieure n + i. Or, en 
différentiant ses deux membres, on trouve que le coefficient 

4e F(»*‘-*) (x’) dans est 
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n (n — i)...(n — ai-f- >) 


i.a...* 


(ax)’^ 


, n(n — i) ... (n — aA+3), , , v, ^ 

® i) (”““*+ =) ( 23;)"-“+*, 

ou ce qui est la même chose 

^n(n — i)...(n — aA-|- 3) (n — aA + a) /« — aA+i 


(ax)'*“’*+‘- 


, i.a...(A— i) \ k 

= (ax)"-“+‘ (»+ i)n...(«4-i — aÆ+i) 






Ainsi, la formule (a) , supjwsée vraie pour la valeur n, 
l’est encore pour celle n-j-i : d’où l’on peut conclure quelle 
est générale. ’ 

Si l’on applique cette formule à l’expression • 


on obtient 


(i _ x^-i 

d«-' (, _x»)— î 

t/x"*-‘ 


= (-•)• 


^(ax)"-‘ (i — X*)* — 




ou 


— ,r’)' 

dx"'* 


. = (_,)« 


i.3,5...am— 1 


m 


et si dans cette dernière on pose x = cos 0, on a 


d"'*(i — . ..«..X. ...... . . . 

\ ^ . ■ — =( — i)"-' sinmO. 


i.3.5...am— I . 


dx" 
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Cette formule a été donnée pour la première fois par O. 
Rodrigues. Jacobi l’a utilisée d'une manière remarquable dans 
le journal de Crelle, t. XV. 


DÉRIVÉES SOCCESStVES DE QUELQUES FONCTIONS POUR LA VALEUR 
PARTICUUÉBE X = O. 


60. Dans les applications on a souvent besoin de calculer 
les dérivées successives d’une fonction pour une valeur par- 
ticulière de la variable et princ'ipalemcnt pour celle x = o. 
Voici quelques exemples où ce calcul se fait très-simple- 
ment. 


Soit 
on a 


du 

dx 

— X du 


U = arcsinx, 

I 


yj i — x’ 


^1 — X 


I ! 

- J + v‘— ^ = 

tdx dx* 


et par conséquent 


du 


, d*M 


Dilférentiant cette équation n — i fois, et appliquant pour 
cela le théorème (o) , on trouve 

d'^'u , .dru , ,, .d"-'u 


et pour X = o 


rfx* 


d"u ,d*~'u 


/d'^'u\ , ,, (d" 'tt\ 
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On déduit de là, quand n est pair, en remarquant que- 

(êl=- 


et quand n est impmr, 

Soit 

(») 


on a 


du 


/d^'u\ 


u = arctangx, 


d*u 


3X 


et par suite 


dx i + x*’ dx* (i-f-x*)*’ 
d*u du 


En dilTérentiant cette équation (n — i) fois, il vient 

d’n 
dx’ 


I I 1 / \ I / \ / ^ 


dx”' 

d’u , , . d’~*u 


et en faisant x== O 

On déduit de là, quand n est pair, en remarquant que 

et quand n est impair, en remarquant que = o, 
/d'”‘u\ 
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U =(arcsinx)‘. 


du aarcsinz 

.J 


1' 


d’u a , axarcsinx a , x du 

dx* 1 — x’ \ I— X* 1 — X* * dx’ 

(j— X*)* 


et par suite 


, ,, d*u du 


En différentiant (n — i) fois cette équation, on trouve 

tt'u" , . 


et pour j5=o 






On déduit de là, quand n est pair. 


/<f*+‘u\ 


et, quand n est impair. 


Soit encore 




u = cos(marcsinx). 


du sin(marcsinx) 

___m — , 

(i-x*)* 


(i-x*) 


- sin (marcsinx) — cosfmarcsinx), 

,1 (l— X’)’ 
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et par conséquent 

du 

En diQéreutiant n fois cette équation, il vient 

, ,, d’^'u , , d'u 

— 0 :;r:; 


' 'dx" 

d**'u d^u , . d'u 

— x-r^— n — -fin* ^ = Oi 


rfa"+i rfx' 

et en supposant x—o 

(ê) = 


Quand n est impair, toutes les dérivées de u sont nulles ; 
et quand n est pair on a 

/d"**u\ î+‘ 

(5x=^V,“ OT*(m*— a’)(TO*— n*). 
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ÜIFFÉatNTlATION DES FONCTIONS IMPLICITES. 


51. Soit F(j,y) = O une équation entre deux variables x et 
y. Il s’agit de trouver la dérivée de y par rapport à ar, sans 
résoudre préalablement cette équation par rapport à y. 

A cet effet, remarquons que si l’on lirait de l’équation pro- 
posée la valeur de y en fonction de x quelle renferme impli- 
citement, savoir y = f(x), et qu’on substituât cette valeur 
f{x), à la place de y, dans l’équation F (x, y) =o, on aurait 
identiquement 

F[x, nr)] = o. 


Si donc, on dillérentie l’équation F(x,y), en y regardant 
y comme une fonction de x, on devra égaler à zéro sa diffé- 
rentielle. Cette différentiation peut se faire par la règle du 
n* (a i) et donne 


ou 


on a ainsi 


(tx 


^ dF 
dx dy dx 


— tlx — dijz= o; 

tlx dij ’ 


dF dF 

dx , dx , 

-7f ““ 

dy dy 


d’où l’on voit que la dérivée d’une fonction implicite s’obtient 
TOHK I. 5 
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en divisant la dérivée du premier membre de l’équation, 
prise par rapport à la variable indépendante, par la dérivée 
de ce même membre prise par rapport à la fonction, et chan- 
geant le signe du quotient. 

Considérons maintenant le cas où l’on aurait plusieurs 
fonctions de la variable indépendante x. Soient, par exem- 
ble, les deux équations 


F (-C, y, =) = O, 

f y, -) = O, 

dans lesquelles y et ^ sont dos fonctions de x. 

Si de chacune de ces équations on en tirait les valeurs de 
y et de 3 en fonction de or, savoir : y = ç (x), 3 = <j> (xj, et 
qu’on substituât ces valeurs, à la place de y et z, dans les 
équations proposées, on aurait identiquement 


F[(x), ?(x), <Mx)] = o, 

/■fW. tW» 'Wx)] = o. 

Les différentielles de F (x,y,s) el/'(x,y,z), prises en regar- 
dant y et Z comme des fonctions de x, devront être identi- 
quement nulles, et en différentiant, on aura 


ou 


rfF t/F dy dF dz 

dx dy dx dz dx ’ 

'IL J- iL il ^ a — — 

dx dx dx ' dz dx 


dF dF . dF ^ 
^x-f-^rfy+_d. = o, 


dx 


df . ,dfdf 

— dx -f- - - rfw -f — dz = o, 
dx ' dy ■* ' dz ’ 


équations 

iietiz 

dx dx' 


qui font connaître les valeurs des inconnues 
car on en tire 
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dF 


dF 

dl 

<'/ _ 

dx 

dz 

dz 

dx 

dx 

" dF 

d! 

dF 

df' 


dz 

dy 

dy 

dz 


dF 

df 

dF 

df 

dz 

d>J 

dx 

dx 

dy 

dx 

■ dF 

df 

dF 

df 


dz 

dy 

dy 

dz 


Considérons enfin le cas général où l’on aurait n équations 
entre n + i varLables. Une seule de ces variables, la n -f i””, 
sera indépendante, et les n autres des (onctions de celle-ci. 
Soient 

f,(x,j/,z,u,v....)=o, 
l\{x,;/,z,u,v....] — o. 


h\[x,!/,z,u,v....] = Q 


ces n équations données. On aura en dilTérentiant 


./F, , ,rfF, , , rfF, , ^ rfF, dF, . , 
-T-i (U -r^ du -T- dz -f — ' du 4- -pi dv -b.. 
dx ' d>j ' dz ' du ' do 

— — dx -j- -T— du “] — r— (im — du ~j — ay-j-., 

dx ' di/ ' dz du ' dv ' 


dF ,dh , . I 

-p- dx -}- -T-’ du -b -pî d; - , 

dx dy ^ dz du 


r ~ir: -f-.... 


dv 


dF, ^ , dF, , , dF, J 

— dx + -p^ dy + --= d; 
dx ' dy ^ ' dz 




et de ces équations, on en tirera aisément les valeurs des in- 
connues etc., qui s’y trouvent renfermées au 

dx dx dij 

premier degré seulement. 
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25 . Applications. — r Soit 


(0 

On aura 


•r(i +y)’ + y(' + JJ)’=o. 


^ _ /y\ ÿ+a(» + 3 -)*(i + y)* 

du \x) t 

^ ^x+a{. + x)*(i + y)‘ 


On aura de même pour 


du v*{^*^v*]* 

(a) (rt+y)'(<»’— ÿ’)— ^V=o, T- = ' 


dx ÿ’ -|- ab' 

dx 'y/(/'’+3{x* + ÿ’j] 

^ _ — a.y* 

dx n(x' — I/-) — axÿ 

dy y cos x — sin ÿ 

dx xcosy — sinx 

dy sin(a+y 

dx cos y — xcos(a-f-y) 

dy I — 3 y sin y + v’ 
dx 1 — cos y — y sin y 

‘hl — ( •!' i / y— -^*»py \ 

dx \x! \x — ylogxy 

dy e* e» 

de 1 — xe* a — y 

I 

dy y — x’ (i— x’J* 

dx 1 

(ay’— x*)(i— x’)* 

Soient maintenant les deux équations 


( 3 ) (x* + y’) = nV — éy 

H) r = -‘-^ 

x — y 

( 5 ) xsiny — ysinx = m 

( 6 ) siuÿ = xsin (a-|-ÿ) 

(7) y sinx — cos(x — ÿ) = ° 

( 8 ) xlogy = ylogx 

( 9 ) y = » + xe* 

( 10 ) y’ — 3 yarcsinx-}-i* = o 


(•') 


x’ -j- y’ -j- î’ = n 

«X -f- A.C -j- ” 
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clans lesquelles y et s sont des fonctions de x. On aura en 
dilTéienliant 

xdx + tjdij -|- zdz = O, 
adx -f bdy cdz — o, 

d’où l’on tire pour les dérivées ^ et — 

* dx dx 

dy az — cz dz bx — oy 

dx cy — ‘bz* dx cy — bz 
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Df.niVÉES ET lUKFfil\E\TIELLES D’Or\DnE SUPÉRIEUR 
TOUR LES FONCTIONS PR PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES 


NOTATION. 


55. La notation au moyen de laquelle on représente les 
dérivées successives d’une fonction de plusieurs variables 
indépendantes, par rapport 5 l’iine quelconque de ces varia- 
bles, est la même que celle qu’on emploie pour le cas d’une 
fonction d’une seule variable indépendante. Soit, par exemple, 
la fonction de trois variables 

m = F(x, y, z) 

Les dérivées successives de u par rapport à x seront expri- 
mées, conformément à ce qui a été dit (n° 46), par 

(itZ/ 

d"u 11 1 .il du d*« 

— ; celles de u par rapport à y le seront par-—, -r-;,... 

ax dy dy’ 

d’u , Il , , du, d’u d"u 

— ; et celles de w par rapport h z par — -p-,.-. 

Lorsqu’on prend la dérivée de u par rapport à y, de la dé- 

, J , d (du) , . d‘u ^ , . 

rivée de u par rapport à x, ou—] — ' , on écrit — r • On écrit 

d.c dxdy 

dy 

de même pour reinésenter la dérivée par rapport à æ, 
de la dérivée de u par rapport à i/ ; et ainsi de suite. Eu gô- 
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néral, si l’on prend n fois, par rapport à ,r, la dérivée de u; 
m fois, par rapport à y, la dérivée du résultat, et p fois, par 
rapport à 2, celle du nouveau résultat, la quantité à laquelle 
on parviendra sera exprimée par 

dx’ dy’'dz'‘‘ 


INTERVERTISSEMENT DE l’oRDRE DES DIFFÉRENTIATIONS. 

.54, Théorème. — Le résultat [de plusieurs difjérentialions ■ 
successives reste le même, quel que soit tordre suivi dan» ces 
différentiations. ; 

Soit 

tt = F (x,y), 

il s’agit de prouver que 

d*u d’u 

dxdy Jydx 

Or, on a par définition 

— _ ijjjj F(j + Aj,y) — F(r,y) 

dz ^x 

lorsque Ax tend à devenir nul ; et de môme 

d (—\ 

\dx/ d’u 

dy dx dy 

liui ÿ + ^!/) — .y+ %) — >•> 4- Fj-yy'/) 

AxAy 

lorsque Ax et Ay tendent tous deux vers zéro. 

Pareillement 

d« _ — F(-rvV) 

dy Ay 
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lorsque A c tend vers zéro ; et 



F T 4- Ax y — 



dx dij dx 

A yl — F, x.y + Aÿ ‘ — F( J + Ax.y) + F [x,y] 
Ax Ay 


lors(|ue A-r et Aÿ tendent tous deux vers zéro. 

Les seconds membres des équations (i) et (2) étant iden- 
tiques, il en résulte nécessairement pour les premiers la rela- 
tion 

d'u _ d'u 
dxdy aydx 


et cette relation est celle demandée. 

Ce théorème s’étend de lui-mème à un nombre quelconque 
de dilTérentiatious, ets’éUiblit pour n variables de la fonction. 
Ainsi, pour 



on a 

d’u !\xz d’tt d*u 

dxdyds (o* — î*)’ dzdxdy dydxdz 

(Pu d*u d'u 

dy üz dx dzdy dx dx dz dy 


DIFftlltATltU-tS TOTALES DES DIVERS ORDRES DES FOSCTIONS 
DE PLLSIEURS VARIABLES IXDÉPEXDAXTES. 


hh. Soit u = F (j,!/) une fonction de deux variables x 
et y, que nous supposerons indépendantes l’une de l’autre, 
et, par Cüuséquent, dont les accroissements inliniment petits 
dx et dy seront constants. La différentielle première de cette 
fonction h sera 


d'( 


— dx + dy. 
dx dy 
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et si l’on différentie les deux lueuibres de cette égalité, on 
obtiendra pour la différentielle totale de du, ou pour la diffé- 
rentielle totale et du second ordre de cette fonction u 


(È) (S)''»’ 


/du\ 


: du du . . , 

car il n y a ici que ^ varient. 

Mais ces quantités ^ étant des fonctions de x et i/, on 
^ dx d\j 

doit avoir 


(l)= 


(S)=- 


^i|) 

dx 
d(- 


dx + 




dy 

du\ 


fiy 


t ( 

W/. 


<(y 


dx 




ou, d’après la notation adoptée. 


d 

d 



d'u J , d*u 

d’u d'e< 

~dÿlh:^'‘'^di' 




substituant ces valeurs dans l’expression de d*u, on aura 
donc 


d^u d^u 


d'u d‘u , 


d*u d'u 
ou parceque ^ 


I, J I I 7 J I J J 


dx= 


expression que l’on peut écrire symboliquement : 



f 
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Le môme procédé conduit à l’expression de d’u, ou à la 
différentielle totale et du troisième ordre delà fonction u. En 
effet, si l’on différentie les coefficients contenus dans l’expres- 
sion de d'u, on aura 


/^\ _ (Pu 
VdxV ” dp 

<S)= 

ï— 

\dxdyj dx^dy 


d*u d*u 

dy'dx dÿ’ 

d*u , , d’u 

+ ■ ■ . dy, 
' dxdy* ^ 


et si l’on substitue ces valeurs dans d'u, et qu’on ait égard 
au théorème précédemment démontré, on trouvera 


d*« = 


dx* 


dx’-i-S 


d*u 

dx'dy 


dx’rfÿ-j-3 


d}u 

àxdy' 


«*.y* 


ou sous une forme symbolique 



En continuant de la sorte, on aura en général 


JX-+ n 


di” dx"'*dy 

n(n — i) (a — a) d"u 


1 2 dx""*d_î/’ 


+ 


1 a 3 


J ^ dy" 

dx"'*dy’ 7 M y 


expression qui est analogue à celle du développement d’un 
binôme, et que l’on peut écrire symboliquement 


d"tt = 




en se réservant toutefois de changer, après le développement, 
du" en d"u. 

Si la fonction u dépendait de trois ou d’un plus grand nombre 
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(le vaFÎables, il n’y aurait rien a changer à ce qui précède. 
Soit, par exemple, 

« = F(x,y,î) 

on aura pour la dilTérentielle première de u. 


du , du , du 


et pour la dilTérentielle totale et du second ordre de cette 
même fonction u. 


(s) Ci) (S) * 


dx, dy, dz, étant constants. 

Mais étant des fonctions des variables x, y, s, on a 

dx dy dz 


fdu\ d'u , J , J 


on a donc 


,, d^u d'u , ^ .d'u 

d'u = -7-; dx' + -T-; «y + TTT dz' 
dx' ‘ dy' ^ ‘ dz' 


dy' 

1 J 1 \ dl*'' J J 1 d'u 

+ 2 , . dxdy-\-^ -i — J- dxdz 4- a — 7 - dydx 
' dxdy •’ ' dxdz ^ dydz ^ 


ce que l’on peut écrire symboliquement : 



En général, on a 
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DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS IMPLICITES. 


57. Soit M une fonction implicite dépendante de deux 
variables x et y, et déterminée par une équation unique 




Nous aurons, comme au n° ( 2 a), 


rfF dF dP 

rfx -j- — dy + — • d;< = O ; 
dx d;/ du 


d’où l’on déduira la valeur de du. 

Par une seconde diiïérentialion nous aurons encore, en ob- 
servant que du n’est pas constant, mais bien une fonction de 
xet y. 


d’F d’F d’F d’F 

, ''’f , , , «'■F , J , ''F „ 

+ — J- dxdu 4- a - — r- dydu A — — d’u = o ; 
dxdn ' dtjdu du 


d’où résultera d'u. En continuant aiiLsi, on obtiendra les dilTé- 
rcntielles de tons les ordres de la fonction u. l.e cas où le 
nombre des variables serait i)lus grand que trois n’exige pas 
de nouvelles considérations. 

Si l’on avait deux équations entre trois variables, ce qui dé- 
terminerait deux d’entre elles en fonction de la troisième qui 
seiait alors la variable indépendante, le même raisonnement 
serait encore applic,able. Soient, par exemple, les deux équa- 
tions 

F(x.y,«) = O 
1 \x,y,u) = O 

dans lesquelles nous prendrons y et u pour les fonctions de x. 
En din'érentiant chacune de ces équations, nous aurons 
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dF rfF dF 
— dx 4- — du + — du = O, 
dx ' dy ' du 


df 


df 


df. 


_ dx+-dy+-d« = o; 


dy 


du 


d’où l’on déduit dy et du. 

Nous aurons ensuite, en différentiant ces deux équations 

d’F d’F d’F d’F d’F 

T-, dx' +-r-;dy'-\- — du* + dxdy + dxdu 
dx' ’ dy' ' du' ' dxdy -f ' ' • 


dxdu 


. d'F dF , dF 

+ a - — — di/du 4 — r d y H — r d'u = o, 
' dydit •' (/y ‘ du 


d'f. 


dj 

d>r 




dY 


dv 


dxdy 

+ a dydu + d’y -j- ^ d’u = o; 
' dydu * ' dy ' du ’ 


dxdu 


d’où résulte d*y et d’u. Continuant ainsi, on obtiendra les 
différentielles de tous les ordres des fonctions y et w. 

58. Exemples : 

(i) u = sinaxsiii6x 

d‘« = (fi*dx‘ -)- ba'dx' b'‘dy'‘) siii ax siii by 
— (\ab {a'dx'dy b'dxdy') cos ax cos by, 

(a) M = 

d’« = [a'dx' 'ôa'bdx'dy -|- Zub'dxdy' -|- 6’dy’) ^ac-t-ù|r 

(3) U = arc sin ^ 

= (ÿv^)’ ~ aydxdy + x ^ dy’J 
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ÉLIMINATION OES CONSTANTES. 


5l>. Une équation F (x,y,c) =o étant donnée, on peut tou- 
jours entre cette équation et celle 


dF ^ ^ _ 
dx d y dx 


qu'on en tire par la difîérentiation, éliminer la constante c 
qui s’y trouve renfermée. 

L’équation 



qui en ré.sulte se noniine équation difjérentielle du premier 
ordre, et exprime une propriété commune à toutes les courbes 
que la proposée F (x,y) = o représente. 

Par exemple 

X*-(-y’=r‘ 

donne 


dy 


équation sans constante, de même forme que ci-dessus, et qui 
exprime une propriété commune à tous les cercles représentés 
par cette équation. 

De même, si on a une équation F(x,y,c,,c,) = o entre x,y et 
deux constantes ai'bitraires c, et c„ on pourra entre cette 
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équation, et celles qu’on en tire par deux différentiations suc- 
cessives, éliminer les constantes c, et c,, qui s’y trouvent ren- 
fermées. 

L’équation 


qui en résultera sera dite équation différentielle du second 
ordre, et exprimera une propriété commune à toutes les 
courbes que la proposée représente. 

En général, si l’on a une équation 




renfermant m constantes arbitraires, et qu’on différentie cette 
équation un nombre m de fois, on aura »i -j- i équations 
entre lesquelles on pourra éliminer les m constantes c,,r,, <*« 
qui s’y trouvent renfermées. L’équation qui en résultera sera 
de la forme 


p./ „ '/.y '/‘.y 

\ ' dx' dx‘' 


dx") 


O, 


et exprimera une propriété commune à toutes les courbes re- 
présentées par la [iroposée F = o. dette équation se nomme 
équation différaüiellv de l'ordre m. 

Si l’on différentiail n fois seulement l’équation 

^ > I/i ^11 > ^3 ) = O , 

n étant moindre que le nombre m de constantes contenues 
d.ans cette équation, on aurait n -|- i équations entre lesquelles 
on pourrait éliminer seulement n constantes arbitraires; et il 
en résulterait une équation différentielle de l’ordre n, où il 
ne resterait qu’un nombre m — n de constantes arbitraires. 
Comme d’ailleurs on peut choisir h volonté, parmi les m con- 
stantes, celles en nombre « qu’on élimine, on voit que le nom- 
bre d’éipiations d’ordre n, rpiireriuant m — ii constantes, que 
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l’on pourra former ainsi, sera égal au nombre de combinai- 
sons n à n que l’on peut faire avec n» quantités, c’est-à-dire à 

n{n — i)(n — 3 ) .... iw — n-t- i) 

I .a.. 3 .... « 


Nous donnerons, dans le calcul intégral, des nouis particu- 
liers aux équations dilTércntielles qui résultent de ces diverses 
combinaisons. 

60. Voici maintenant quelques exemples de cette élimination. 
Soit, en premier lieu, l’équation 

>y’ = n — é.r’. 


et proposons-nous d'éliminer les constantes a et h qu'elle 
renferme. 

En la dilféretitiant deux fois de suite, on a 


<'/ , 
tj— = — l/x. 
(ix 


’J'Tit + 




rtx' ' ' </,iv 

l'iliminant h mire ces deux équations, on lrnii\c 


dy 1' '/b; , /f/y\’'| 

^77 " + (tT;) h 


équation diiïérenlielle du second ordre, sans ronstanies arbi 
irai res. 

Soit ensuite 

rt’y’ -j- t’x* = 

équation qui est celle des ellipses. 

En la différentiant deux fois de suite, on obtient 

TOME 1. S 
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et en éliminant 6’ entre ces deux dernières, ou trouve, a’ s’é- 
liminant de lui seul. 






= 0 , 


équation différentielle du second ordre, et dans laquelle ont 
disparu, les constantes a et b. 

Soit l’équation 

(x — «)* -f- (y — by = r’ 


qui représente tous les cercles tracés sur un même plan. 
En différentiant trois fois de suite cette équation, on a 


I 

+•-“> 


, ,, d’y , _ rfy rf’y 

(y-*) + 


Éliminant (y — h) entre les deux dernières de ces équations, 
on trouve 



rfx’ ‘/x 



= O, 


équation différentielle du troisième ordre, qui exprime une 
propriété commune à tous les cercles tracés sur le plan des 
xy, et dans laquelle ne paraissent plus les constantes a,è,r. 
Soit encore 


y’ — art.ry -j- a’x’ -f aiy aex -|- ? = o 

dette équation représente toutes les paraboles tracées sur 
un môme plan. 

En la différentiant quatre fois de suite, on a 
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— ax + 6) = — (jy 4- a’x + c = O, 

'»-“+‘>=S+©’-“S+“'=“- 

i»-“+‘'S+''(S-»)S+-->(g)’=”- 


Éliminant a et c entre les trois dernières de ces équations, 
on obtient 


(/x* t/x‘ \c/xV 


équation dilTérenlielle du quatrième ordre, dans laquelle ne 
paraissent plus les constantes a,b,c,e. 


ÉLIMINATION in:s FONCTIONS ARBITIiAIRES. 

61. Étant donné une équation entre x, y, z, et une ou plu- 
sieurs fonctions arbitraires de ces variables, on peut toujours, 
entre cette équation et celles qu’on en tire par la dilïéreqtia- 
tion, éliminer les fonctions arbitraires qui s’y trouvent ren- 
fermées. 

Soit, par exemple, l’équation 

i/. ?WI= Oj 

dans laquelle 0 est une fonction déterminée de x,y,z, et !j> (0) 
une fonctitm tout à fait arbitraire de 0. 

En différentiant cette équation successivement par rapport 
à a: et à y, on aura 

rfF ^ dz dV //ç('t) <l£\ _ 

dx dz dx~^ d'^M) (iO \dx dzdj) ’ 

S + ^ 'II] = O. 

(/// dz dy ~ (/-(oj dh \dy ' dz dyJ 
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Éliminant ensuite ;? (0) et 


rfai Ij) 


_ ^ Centre ces deux équations 

et celle donnte, on pai ïieniira i une équation ™ 
lielles partielles <ln premier ordre, et dans laquelle 
tioii arbitraire ? (9) aura entièrement disparu. 

Supposons maintenant que l’on ait 

F[x, y, 5, ?(•')> “ 

O fO ) étant des fonctions arbitraires, et 0,0, des fonc- 

riüs'détcnnfnoes des variables En f 

éi.uation successivement par rapport à x eU y, on obtie d 

,, d»(0) d a|(0,) . Ppjj j,uj-a 

deux équations ou entreront « 

aussi trois équations pour éliminer les quatre quantités ? (0) , 
éfi \ ; ce qui ne peutse faire. 

T.C'J’-jF’ dO, ’ ' 

Didérentiant successivement par rapport à x et à y es eux 
équations différentielles du premier ordre, on 

nouvelles équations du second ordre ou entreront ’ 

d’? i C^i) . On aura donc en tout six équations et six quantités 
<(0,‘ • . 

à éliminer ; ce qui ne peut encore se faire. 

Mais eu dilVérentiant les trois é<iuations du second oidre 
nue l’on vient d’obtenir, on aura quatre nouvelles équations 

du troisième ordre où apparaîtront » 

pourra en choisir trois quelconques d’entre elles, et, en les 
ioimiant aux précédentes, on aura on tout, neuf équations, 
enU-e lesipielles il sera possible d’éliminer les huit quantités 
suivantes, qui sont les valeurs de o (.0) et tp, (0,) et de leurs 
dérivées jusqu’au troisième ordre inclusivement : 


<?W 


doiO) d-p,(0) A(Q) 


,(0 ’ dO, ’ dO* do’ ’ do’ de,’ 

11 en résultera une équation aux différentielles partielles 


Digilized by Google 



ÉLIMINATION DES CONSTANTES ET DES FONCTIONS. 


85 


du troisième ordre dans laquelle les fonctions ^ (0) et -.p, (0,) 
n’entreront point, et cette équation exprimera une relation 
qui subsistera quelle que soit la forme attribuée aux ibiictious 
?(^) et 9,(0,). 

En général, si l’équation F = o renferme « fonctions arbi- 
traires (p,(0j, tp, (Oj, (pjlO,)... lie fonctions données 

de JT, y, Z, en difi'érentiant cette équation siiccessi- 
veuient par rapport à x et à y, ju.squ’à rordrc m inclusivc- 
, . , (m + i) (iti -f- a) , 

ment, on obtiendra-^ — équations ou entreront 


les dérivées de tp, (®,), jusqu’à l’ordre »i, 

et l’on aura ainsi (m i) « c{uantités à éliminer, qui sont les 
valeurs des n fonctions arbitraires et de leurs dérivées en 
nombre m(n). Cette élimination pourra se faire si l’on a 


c’est-Ù-diro 


(m + i)(m-|- a) 

3 


> ('« + O"; 


(lu -|- a) 

> n ou m > an — a; 


et il en résultera une équation aux dilTérentielles partielles 
d’ordre an — i, où il ne restera aucune trace des fonctions 

?. ('*r* 

On procéderait évideiiunent d’une manière semblable dans 
le cas où le nombre des variables serait plus considérable. 


EXEMPLES. 


(52. Éliminer la fonction arbitraire ip de l’équation 
(i) z=xy<f{y). 


En dWlérentiant [lar rapport à x seulement, ou a 
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ih 


X 


dx 


Éliminer tp et de l’équation 

(,) . = x»v(f) + r^(|)- 

En düTérentiant successivement par rapport à * tt à y, on 
trouve 


dx 

dx 


= (?) - V 1?) - V 'î'' 


OL 


\X 


y""' .1.' (y 


dy 

par suite, on a 




dz , dz 

X -, — H y T = «=■ 
dx ' dy 


On voit que dans ce cas une seule différentiation de l’équa- 
tion proposée nous a suHi pour éliminer les deux fonctions 
(p et cela vient de ce que ces fonctions ne sont réellement 
équivalentes qu’à une seule. En effet, on a 


Z = x' 


■[^(! 


+ 




Éliminer les fonctions ep et de l’équation 

(3) 1 = <p(o; + aO+ ’H jJ— «0. 

dans laquelle x et t sont variables. 

On a 

^ + «0 + ¥'{x — al), 


dx' 

d'z 

ïïF 


et, par suite, 


h'^" {x at) + o*<p"(x — at) 


d'z , d'z 

dt' “ 57 ’“"' 
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Cette équation aux dérivées partielles du second ordre est 
celle du mouvement des différents pointsd’une corde vibrante. 
Éliminer les fonctions tp et de l’équation 

(4) z=f[a!/-j-bz).‘!^[a>j—bx]. 

Cette équation peut s’écrire 


lop s = log?(ay -f iï) + log'Hfly — bx). 

Les fonctions 9 et étant arbitraires, leurs logarithmes le 
seront aussi ; on pourra donc les remplacer par F et f, ces der- 
nières étant arbitraires; ainsi : 

log 2 = F(oy + bz) -f f{ny - bx). 

Maintenant si l’on différentie successivement cette équation 
par rapport à x et à 1/, on trouvera 

- — z= bF{ai/ -|- bx) — — bx), 

- ^ = «F' fat/ -j- bx) 4- af’{ay — bx)\ 

Z riij 

et, par une seconde différentiation, 

i S - MS)’ “ 

; ^ ? (S) ' = '-‘‘y - 

Éliminant alors F " et f' entre ces deux dernières équations, 
ce qui peut se faire en multipliant la première par a’, la se- 
conde par b', puis retranebaut les résultats, on aura enfin 


Éliminer F et r de l’équation 


f5) 


M = F (r, z), 
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sachant que 

r = o{ax Ci] = ^ {ax — by). 

On a 

Hii du dr du dz 
dx dr dx dz dx' 

du du dr du dz 

dij dr dy dz dy' 


d’où 


et 


^ = a^'{ax — by), 

~ = ctp'(ax + cz), ^ = — b^’ (ax — hy) ; 

I dr i dr 

a dx b dy 

ï du i du du /\ dz i dz\ 

a dx b dy dz \rt dx' b dy) 


On a, d’ailleurs, 



f' (ax -f- cz) = ai( («X — by) ; 


d’où résulte 


c ^ (ax C3) = — Aiji' (or — by) ; 


\ du \ du 1 

a dx b dy c' 


et, par conséquent, 

I du I du I «fw _ 

adx b dy c dz 

Éliminer ^ et >|« de l’équation 

(6) a =XŸ(z)+ÿ^-(z). 

Kn différentiant successivement cette équation par rapport 
à X et à y, on trouve 
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c’esk-à-dire 


g = 9{z) + x<p'(z)g + yf(.) 

^ (2) + + y'!'' (“) 


dz 

dx' 


dz 


dy 


^ [i — Xf'{z) — yf( 2 ]J = ç(z), 

^ = [ I — X?' (z) — yV'(2)l = f (*) ; 


et, en divisant la première de ces équations par la seconde, 


dz 

dx 

a 

d» 


^=/{z) 

^(z) 


f désignant une fonction arbitraire. 

DilTérentiant par rapport à x, puis par rapport à y, on a 


d’z dz dz d*z dz /d*\’ 

rfx* dy dx dxdy * dx \dy) ’ 

dxdy dy dx dy* ^ V^y ’ 
dz dz 

d’où résulte, en multipliant par —, —, et retranchant, 


/dzX’d’z dz dz d‘z /dz\ ’ rf’z 

\di7 dx* * dx dy dxdy \dx) dy* 

C’est l’équation générale des surfaces réglées dont la généra- 
trice rencontre constamment deux courbes données en demeu- 
rant parallèle à un plan également donné. 

Éliminer les fonctions arbitraires f, <f, et <!/ de l’équation 

(i) x/‘(a)-l-y ?(a)-l- z 4 <(«)= 1 , 

a étant une fonction de x et y, et z étant donnée par l’équation 

(a) x/’(a) -f-y?'(*) -f ifW =0. 
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F.ii diiïérentiant successivement l’équation ^l) par rapport 
à a: et à y, on trouve 


W(“) + y?’(“) + ^ + A“) + '5' W ^ = O» 

[•fr(“) + y?'!») + 


En ayant égard à la condition (2), ces équations se ré- 
duisent à 

ç(«) +;'a)^ =0; 

et comme sont fonctions d’une même variable a, on 

dx d\j 

peut les supposer fonction l’une de l’autre et écrire 


* 

dx 


= F'-V 

\dx)- 


Différcntiant alors cette équation par rapport à x, puis par 
rapport à y, on trouve, 



d’où, éliminant la fonction F', 

— d’: _ /^\ _ 

dx* ’ d//* \dxdy) 

C’est l’équation aux dérivées partielles des surfaces déve- 
loppables. 
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CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


tJ3. Nous considérerons d’abord les fonctions d’une seule 
variable indépendante; elle problème que nous allons traiter 
consiste à exprimer toutes les dérivées d’une fonction t/ de 05 
au moyen des dérivées successives de x et 1 / prises par rapport 
à une troisième variable t regardée comme indépendante. 

A cet ellet, nous remarquerons que x et y étant des fonc- 
tions de t, et y conservant d’ailleurs sa dépendance à l’égard 
de X, on a simplement, d’après le principe des fonctions de 
fonctions, 

dy dy dz 

dt dx dt' 

d’où l’on déduit 

dy dt 

dx dx' 
dt 

C’est l’expression de la dérivée première. 

d*ï/ 

Pour obtenir la dérivée seconde ou nous dilTéren- 

dx 

tierons les deux membres de cette équation par rapport à t, 
ce qui donnera, en regardant dl comme constant, 
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dx d*y dy d* x 
d'y dx dt dt' dt di' 

dx' ’ dl ^x\^ ’ 

OU, en divisant par^, 

a( 

dx d'y dy d'x 
d'y dt dl' dl dl' 

dx' * 

En di(Térentiant de nouveau cette équation par rapport à t, 

. dx 

et divisant ensuite par nous aurons 

l'dx\'d'y dx d'x d'y dy / d'x\' dxdyd'x 

d'y \di) di'dr''^^TtW) ~dTTt ^ ^ 

dx' ~ ' ’ 

et ainsi de suite. En continuant de la sorte, nous obtiendrons 
les dérivées de tous les ordres de y par rapport à x, au moyen 
des dérivées successives de x et y par rapport à t. 

64. Si l’on veut exprimer les dérivées de y par rapport à x 
au moyen des différentielles de x et de y par rapport à t, il 
faudra supprimer dans les équations précédentes le diviseur 
dt, et l’on aura 

d'y dxd'y — dyd'x 

dl' dl' ’ 

d'y dx'd'y — Ttdxd'xd'y -\-7nly(tl' i ' — dxdyd'x 

dx' dx' 

Ces formules se rapportent au changement de la variable 
indépendante seulement, et laissent cette variable complè- 
tement arbitraire, ce qui est souvent avantageux. 

65. Si dans les formules du ii° (65) on suppose y — l, alors 
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■JJ 


du d'y 

di~'' d?~ 


d'y 


O, ^ = 0, etc., et ces formules deviennent 


d'x 

dy _ I d'y dy'- 

dx dx ' dx' \ * ' 

\dy/ 

/d'x\' dx d'x 

d'y _ [dy'J dy dy' 

dx' /rfx\‘ 

w 

Ces dernières conduisent immédiatement, comme on le voit, 
aux dérivées des fonctions inverses. 


CHANGEVIE^T BE TOUTES LES VARIABLES. 


66. On a souvent besoin de changer dans une formule 
toutes les variables qui y entrent, et de remplacer ces variables 
par d’autres qui ont avec elles des relations données ou qui 
en sont des fonctions connues. Un exemple de ce genre se 
présente en géométrie quand on veut passer d’un système 
de coordonnées rectangulaires, à un système de coordon- 
nées polaires. Le problème général que l’on a alors à ré- 
soudre consiste dans le suivant : 

Soient X, y, a,... t, des variables qui dépendent de l’une 
quelconque d’entre elles x, et 

dy d'y dz d'z _ dt d't \ 

dx’ dx'"' dx' dx'"" dx' dx’"') ' 

une fonction donnée de ces variables et de leurs dérivées. 
Supposons qu’à ces variables x, y, z.... t, on veuille sub.sti- 
tuer celles nouvelles p, 0, î^,... ti, en choisissant l’une quel- 
conque d’entre elles, celle p, par exemple, pour variable in- 


^x, y, s... 
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dépendante, et proposons-nous de trouver ce que devient 
dans ce cas la fonction F. 

En mettant cette fonction sous la forme 


F(xyi...^; dy, rf’y; dld*t..,) = o; 

c’est-à-dire en préparant cette expression de telle sorte que 
la variable indépendante soit arbitraire, il s’agira, comme on 
le voit, de calculer les dilTérentielles de x, y, z,... t, en 
fonction des dilférentielles de p, 0, ç,... r,. 

Or, X, y, Z,... t, étant des fonctions données dep, Ô, tj, 
on a immédiatement 


(O 


I dr d.r , rfx , , 

I dx — ~ dp -j- — dO -j- — (/s -!-•••+ — dTi, 


dp 


dr. 




rfp + ^ dû dn, 


J J , Jr L ^ 

'"=5f''f + 3-p''i' + ,7:'''+-+Â 


et ces équations font connaître dx, dy, d:,- dt-, carx, y, s,... t, 

étant des fonctions données de p, T,... r„ les dérivées — , 

dp 

dx du dy dz dz 

En dilférentiant ensuite les équations (i), et supposant dp 
constante, on obiiendra les différentielles seerndes ou d’x, 
d'y, d’z,... d't. (’.ontinuaiu ainsi, on obtiendra les différen- 
liolles de tous les ordres de x, y, t. 

07. Pour donner un e.xcmplc de cette méthode, soit 


9 
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OU 

dx'+d;,'f 

dxd*y — il y il' x' 

et cherchons ce que devient cette expression quand aux va- 
riables X et y, on substitue celles a et 0 liées aux preiiiières 
par les relations 

X = pcosO, y = psinO. 

On aura, par une première dilTérentiation, 

% 

dx = rfpcosO — psinOdO, 
dy = dp iin 0 -)- P cos OdO ; 

et par une seconde différentiation, en supposant dO constante, 

d'x — d’ocos9 — sdp sin ôdO — pcosôdO’, 

6l*y = d’psinô -}- adpcosOdO — psinOdO’. 

Substituant ces valeurs de dx, dy, et d'x, d'y, dans l’expres- 
sion de R, on aura donc 

_ (dp'+p'dO')' 

— d’pd0-|-2dp’d0-j-p’d0’ ’ 

ou si l’on veut 


S 



CAS DE PMSIEL'nS VAIUAIÎLES IXDÉl'EXDANTES. 

68. Considérons maintenant le cas où l’on aurait plusieurs 
variables indépendantes x, y, z. Soit « une fonction quel- 
conque de ces variables; et supposons qu’ayant d’abord pris 
X, y, Z pour variables indépendantes, on vienne à en choisir 
trois autres p, 0, "C, regardées comme telles. Dans ce cas, il 
s’agira toujours d’exprimer les déii\ées partielles de u par 
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rapport aux variables x, y, z au moyen des dérivées de u 
par rapport à celles p, 9, ÎJ. 

Or, M étant une fonction de p, 9, et ces dernières fonctions 
de X, y, Z, on aura, d’après ce qui a été dit n” (ai). 


(/u 

du 

~ 


-L 

du 

do 

+ 

du 


r/x 


dx 

i 


dx 

'd: 

dx' 

r/u 

du 


1 

du 

do 

1 

du 

dl 

" 

~ ('p 

d;/ 

-T 



+ 


du' 

du 

_du 

dp 

\ 


dO 

+ 

du 

dr. 

7z~ 

" dp 

dz 



Tz 


dz' 


et ces expressions feront connaître.!^, en fonction 

‘ àx ày dz 

des dérivées partielles de u par rapport à p. B, ^ ; car 

dp dp dO dB dB d^: d; d: 

sont déterminées au moyen 

dy dz dx dy dz dx dy dz ^ 

des équations qui lient p. B, ^ à x, y, z. 

En différentinnt successivement les équations ( 1 ) par rap- 
port à X, y, z, on obtiendra les dérivées partielles du second 
ordre de« par rapport à x, y, z, en fonction de celles de u 
par rapport àp, 6, Ç-, et en continuant ainsi on obtiendra les 
dérivées partielles de tous les ordres de uen fonction de ses 
dérivées par rapport à p. B, X,. 

Si l’on veut calculer, par exemple, , on prendra 

du du d^ du do du dî 

dx dp dx dO dx ' dC dx’ 


et différentiant les deux membres de cette équation par rap- 
port à y, on obtiendra 



(^) 


f/p/ f/p ^ du d*p 
dy dx dp dxdy 


(S) 


+ 


(^) 


dC 


dü 


dy dx 


d’î 


+ 


dy dx d^ dxdy ' 


dw d’ft 
dO dxdy 
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bailleurs eu traitant^, ^ comme on a traité u, on 


aura 



d'u dp 
dp’ (/(/ 


d’w dô 
dpdO dy ‘ 


d’u dÇ 
dp ;d//’ 


d’u dp d’u do 

dOdp d_y dO’ dy 


d'u aî; 
dOdÇ dÿ’ 


_ *“ 'Zf 4- I 

a;dp //y dÿ 


susbtituant ces valeurs dans l’expression précédente, on aura 
donc 


d’u d’u /do dp dp d0\ 

dzdy dpdO \dy do. dy dx/ 

dpdç \dy dx dy dx) ^ d0.iï dx ' dÿ dxj 
d’p d-0 ^ ^ dO dO 

dxdtj dp ' dp' dx dy dxdy dO ’’’ dô* dÿ dx 
d*!; du d’u dî; d!; 

dxdÿ ^ ^d^dï' 

6y. AppLiCATions. — Transformer l’expression ‘ 


[■+(â)’]â+<^-»)S=»- 

en une autre dans laquelle y soit la variable indépendante. 
On trouve immédiatement : 



l'rendre y pour variable indépendante dans l’équation 



TOME I. 
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On a 
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dy 


- + X — e» = O 


Changer la variable x en l dans 'équation 

y 


dx y I ^ ,r* 


= O 


et dans l’hypothèse de 

f = log[a;+vi+^‘]- 
On a pour résultat : 

du , 

Prendre l pour variable indépendante dans l’expression 

+ ax^ + ôy =0 
dx' ' dx ' 

en supposant que l’on ait 


X = e‘. 


On trouve 


dy_dji. 

Tx~ dt ' dx' \dl' di 


et, par conséquent, 


S+<«--»ÿ+ 


Changer la variable indépendante dans l’expression 


étant donnée 


t = log(rt + y). 
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Oii a 


et par suite 



9'J 


Ti anslornier l’expression 

dhj 


dx* 



en une autre, dans laquelle l soit la variable indépendante, 
étant donnée la relation 



I 


= • + 



On a pour résultat. 


d}y dx d*X dy 

~dÔTt~l?Tt' 


Transformer l’expression 


étant données 
On a 


du 


du 


^ J/t- 

dy ^ dx 


i = rcosO, y = rsinO. 

du du du sinb 

3 - = — COb 0 — , 

dx dr do r 

du du du cos6 

— = — sinô + . 

dy dr dO r 


et par conséquent 


du 


du du 


^ dy ^ dx dO 


« 
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Celle Iransfoniiatioii sc rencontre dans la théorie des Pla- 
nètes. 

Transformer 

ri*M d'u 

77* 7>? — 


étant donnée la relation, 


On a 


i- y 




du du dr du X ^ 

dr dr dx dr r’ 

d*u d‘u dr x .du i du dt^ ^ 

77 ~ 77 dx r dt- r dr dx r' 

~~77 7'^ dr\r r*)' 


Un a de même 


d’u 

dÿ’ 


_ dhi dr y .du I ^ dV 

~ 77 d\j dr r dr dy r* 

— 'liât. j- — (- —y^\ 

dr* r' dr\r r*}’ 


équations qui étant ajoutées donnent 


d’u d’u _ d’u X* -f ÿ’ . du /a x’ -f- ;/* \ 

77'^ 7>i*~77~~7* ^7^\r r’ )' 


et, par conséquent. 


Lorsque 


et 

on trouve 


d‘u , 1 du 

dr* ?■ dr 

d*u d’u d’u 

77*'^ dp '^77 ~ 

X* -f ;/’ -J- 3* = r’, 
il*u ^ a du 

77 ' 7- dr “ 
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en une fonction de r et 9, étant données les relations, 

X — rcosO, y =z rsinO. 

On a 

H H . _ du cos 6 du 

— = sm 0 ■ — ^4- — . 

dy dr ' r dl) 

. cos*6 cos’ 0 du 

dif ,lr' ^ r‘ (/O’ ^ r dr 

I asinflcosO/ d*ii dti\ 

7' y (/â/Ô “ 

Püurobtenirlavaleurde— ,, il suflit de changer, dans 

l'équation précédente, y en .r et 9 en ^ — 9; on trouve de 
cette manière 

d’u d*u siii’6 </’« (.inO du 

dx' dr' ' r’ dO’ “ r dr 

— a siiiO cosO / d'u I 
r’ \ drrfO 


d«\ 

doj 


Ajoutant ces deux équations, on obtient 


d'ii , d'u d'u 


d'u 


du 


dx' dy' dr' r' db' ' r dr 

Transformer l'expression 

d'u d'u d'u 
ûx''^ df'^ Tz' ^ " 

en une fonclion de r, 9 et o, étant données les relations 
x = »’CnsO, y = rsin 0 sinç, : = rsinOcos®. 

l'osons 

P = »inO; 
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il PII résulte 

1/ = psin^, ; = pcos’f, 
p = }-f:iti«, j- = >-cos 6 . 


Considérons d’abord le.s deux variables y et nous aurons, 
comme dans l’e.xemple précédent, 





d*u d'u 1 d*u “h 1 rfu 

dz* dp* p’ dtp’ P dp 


Nous aurons, de la môme manière, 

d’u d’u d’u I d’u i du 

et de plus 

I du I du col 0 du 

P dp r d?’ )■’ da' 


Ajoutant ces trois équations, il vient 


d’n d’u d’u d’u i d’u 

dx’'^dÿ’‘^^“dÿ’'^r’dê’ 

I d’u 2 du cotO du 


et substituant pour p sa valeur r sin 6, puis réduisant, on 
trouve 


r 


d^jru) 

dr* 


I d’u d /.■ du \ ^ 

sin S’ dtp’ dcos 6 \ dco&y 


Cette équation due à Laplace est d’une grande importance 
dans diverses théories de physique mathématique. 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE PREMIER. 

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES FONCTIONS 
D'UNE SEULE VARIABLE. 

SÉRIE DE TAYLOR. 

70. Soit F (.r) une fonction entière de la variable x. Si l’on 
remplace dans cette fonction x par x h, on sait que l’on 
aura pour F (æ + /») un développement de la forme 

F(x + A) = F(x) + ~ F'(x) + F"(x) + . .. 

+ — ^ F-W + R, 

i.a.5.. n 

F' (x), F' (.r), etc., étant les dérivées succes.sives de F (x). 

Cela posé, cherchons l’expression du reste R qui rend cette 
formule exacte. 

Soit 

Il = F(x + A) — F(x) - - F(x) — — F" (x) — 

1 1.3 

F" 

i.3.5..n 
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Kn remplaçant dans cette expression h par z — x, et diffé- 
rentiant ensuite par rapport k x, z étant traité comme con- 
stant, il viendra 


P'(i) — (X) 


i.a.3 


i.3...n 


+ F'(.r) 4 F’(x) + F"'(x)+.... 

(2 — a-)"-' ^ 

ou, en omettant les termes qui se détruisent. 


rfR 

rfx 


I 3.3.. .n 


F— (x). 


D’ailleurs, G désignant une constante, on a, en remplaçant 
F""' (x) par G, 

.1 (z-x'r' (2-x)- 

de 1 .3.3....IH -)- i) 1.3..3.. n 


et, eu retranchant cette équation de la précédente. 



1 . 2 ...(«-|- 1 ) 









Maintenant F"+' (x) restant finie et continue quand x varie 
(le X â X 4- h = 2, si on désigne par M et m la plus petite et 
la plus granue des valeurs que prend F"+' (x) entre ces limites, 
on aura, en remplaçant dans l’expression ci-dessus, la con- 
stante G tour à tour par .M et m. 


-( 

dx\ 

é( 


H 

R 


1.3.. .(« -t-l) 

1.3.. .(n-p 1 ) 


m) > O, 

o; 
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Pt, comme la fonction H ; C s’annule i)our 

i.s... (;i + 1) • 

Z — X, il en résulte 


R< 

R> 


i.2.ô...(n -h I) 

(z — xf*' ■ 
i. 2 . 3 ...(n - 4 “ i) 


M, 


r*i. 


h étant négatif, on retrouverait les mêmes limites de R, mais 
prises dans un ordre inverse si n était impair. 

Il en résulte que, dans tous les cas. 


R = 




M, 


M, désignant une quantité comprise entre M et m. 

Maintenant soit a:, une variable qui reste comprise entre 
X et X h. Si la fonction (arj reste finie et continue 
pour ces mêmes valeurs, c’est-, Vdire si cette fonction ne peut 
passer de la valeur x à celle ® -f- A, sans passer par toutes 
celles intermédiaires, elle passera par la valeur M, pour une 
certaine v,aleur de æ, au moins. Cette valeur comprise entre 
X et X -f A peut être représentée par x -f 9 A, 6 étant une 
quantité comprise entre o et i. 

On aura donc 

M, = P^>(x + 0A). 

et, par suite, l’expression du reste R deviendra 


R = 


I .a.3...(n -f I J 


F-"‘(x4-e/i). 


En ajoutant cette expression du reste R à celle de F (x A’, 
on obtient enfin 


(>) 


I F(x -h A) = F(x) + ^ F-(x) -f- ~ F\x) +. 


+ 


i.2..3...n 


F"(x) • 


i.». 3 ...(n- 4 - I 


F-’^'{xf6/<) 
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1 !"j 


Cette formule exige que F"+' (a;,) reste finie et continue 
pour toute.s les valeuis de x, comprises entre a; eta; + 
le reste 


R = 


/("♦* 

1 .T. 5. ..[h - j - l) 




tend vers zéro A mesure que n augmente, la série 


F(a) = -F'(a-)+— FV) 

1 1 î 





P{x)+... 


est convergente et a pour somme F (a; + h). Cette dernière 
série est celle de Taylor. 


AUTRE FORME nU RESTE DE LA SÉRIE DE TAVLOR. 


71 . Remplaçons dans la formule (i) h par z — x, et dé- 
signons par 'i (ar) le reste R qu’on obtient en retranchant de 
F {x + h) la somme des n + i termes de la série. On aura 



= F(x) + ^i-^^F'(x)+'i^ 


[z — xr 

I .a...n 


F"(x) + fx) 


F”(x)+... 


Différentiant les deux membres de cette équation par rap- 
port à X, en faisant ; constant et omettant les termes qui se 
détiTjisent, on trouve, comme au n“ (70), 

Mais la formule de Taylor appliquée la fonction •}, dans 
le cas de »i = 1 , donne 

<j<'x -j- /i) — 4-(x) = fl 4>'(x -f 6// ; 

d’on 

-^i;)-.l(x) = (= 0=-x)l, 
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et, à cause de •{< (:) =o, 

•Ka) = c) .y[x + 0 (5 -X)]. 


Mettant pour la fonction •'/ l’expression (ô), dans laquelle 
on remplacera x par x + O (3 — x), et réduisant, on aura 
donc 


«X) = 


F-"'(x + 0(:— x)| 


ou, en remettant h au lieu de s — x. 


r, — 

(4) R = ^ '■ + BA). 


Cette seconde expression du reste a été donnée par Cauchy; 
elle est quelquefois plus avant<ageuse que la première ; 0 y dé- 
signe comme dans celle-ci un nombre compris entre o et 1 . 


SÉRIE DE MaCEAI'RIN. 


72. Si dans la formule (i) on fait x — o, et qu’on remplace 
ensuite h par x, on aura, d'après les deux formes du reste. 


( 5 ) 


jF(x)=F(o) + ÎF'(o)-f-^F"(o)-f... 








F-"'(6x). 


( 6 ) 


[ F(x) = F(o) -f F-(o) -I- ^ F" (o) -f- , . . 


^ ^^V -(Ox). 

i.a.o...n i.a.3...n 


On peut développer ainsi au moyen de l’une ou de l’autre 
de ces formules toute fonction de x suivant les puissances 
entières et positives de cette variable; il suffit pour cela que 
cette fonction et toutes ses dérivées restent finies et continues 
entre o et x. 
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Si, à mesure que ii augmente imlêfinlment, rime de: 
expressions 

1 


I.2.ô...(« -f- l) 


F”*' (0.r), 


x'+qi — 0]" 

- — i i- 

i.a.3...n 


tend vers zéro, la série 


F(o) + f F-(o)+ F»+ F»+... 


aura pour limite F (x), et cette série sera celle de Maclaurin. 

Si cette formule était obtenue avant celle de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci en considérant F (x 4- h) comme 
une fonction de h, et développant ensuite par la formule (5) 
ou par celle (G). 


AUTRES FORMES DU DÉVEI.OPPEMENT DE F (j). 


73. En changeant dans la formule de Taylor (i) xen et 
h en X — x„, on obtient 


( I-4x)=Fix»)+ F'(x„) -f F"(.r„) 

(7) '■L, 




1 .2.3.. . n 


i.2.ô...(n-)-i) 


et comme l’on peut toujours choisir x„ de telle sorte que les 
dérivées F' (r^), F"(.rJ,... ne soient pas infinies, on voit que 
cette formule pourra remplacer la précédente toutes les fois 
que F (x) ou ses dérivées deviendront infinies ou discontinues 
pour X = O, 

7lx. Le développement de F (x) prend une autre forme (pii 
lui a été assignée par Jacques Bernoulli, ipiand, dan.s la 
série de Taylor, on remplace /i par — .r. Eu efi'et, on a alors 
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F;o) = F(x) - xl-Tr) + ^ F"(x) - ^ FV) + -., 

1 * t* 1 • tl • O 

d’où l’on lire 

(8) F(x) = F(o) +xF'(x)-f- — F’(r,+ Fl.r)-1-...; 

1.2 


série qui est celle de Bernoulli. 


API‘LIGATIONS UK LA SÉRIE UE .MACLAtRIN. 


75. Soit d’abord 

F(x) = u‘, 

on a 

F'(x) =a’ln, F"(x) =a‘(la)' = u‘{la)’', 

et pour X = o, 

F(o)=i, F'(o) = /«, F''(o) = (/«)’... F\o) = (/(!)“. 
F’'^‘(0x) = 

On aura donc, par la formule (5), 

xlu x\lay x>(/«)’ , , 

« =1+-+— + -77^+-+,— 

^ i .2 3...(n + .) ’ 

x"+‘ (/(;)"+' 

et, comme le reste — r tend vers zéro à nie- 

l.2..i... (h+ i) 

sure que n augmente indéliniment, la série i-|-xla+ — {la)* 

X* 

-j ;; (/a)’-l-... est convergente et a pour somme a"'. 

1 • O 

Si on fait dans cette expression a = e, on obtient le déve- 
lo[)pement de e\ savoir : 


e‘ = I d X 


+ 


+ 


I a 1 a 3 I a 3 4 


r +- 
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On obtiendrait d’ailleurs directement ce résultat en opérant 
comme on l’a fait pour 

76. Soit, en second lieu, 

F(j?) = sinz 

On a, n“ (47), n désignant un nombre pair, 

F'(x) = cos X l’"(x) = — sin x, 

F"’(a;) = — cos X F'’(x) = sinjr; 

F"(x) = rp sin ar, F"'(x) = ip cosx; 


F(o) = O, F'(o) = 1 , F"(o) = O, F " (o) = — 1 . .. F"(o) = o, 
F*^‘(0x) = qz cos (Ox) 

et, par suite, 

x’ x‘ x"' ' 

sinx = x— 7 ;t; 3+ , 2.3.45 “•••“ I.a.3...tn— i) 

H , cos (6x). 


Le terme complémentaire est ici 


i.a 3 ...(n + 1) 


cos (6x); 


et comme il tend vers zéro à mesure que n augmente, la série 


x’ , x’ 

H , r ■ 

1.2. J 1.2.0..|.a 


est convergente et a pour somme sin x. 
On trouverait de meme pour cos x. 


x’ x‘ 

cos X = I 1 Z— r 

1.2 l.a.O.;4 


i.a..7...(n — 1 ) 


H : — ; — ; — : cos (Sx) ; 

1 * 2.0 * 1 “ I ) 
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JjM-f 1 

et le reste — - — ■ — ^ cos (Ox) tendant vers zéro à mesure 

(n-f- 0 

que n augmente, la série 


+ 


1.2 1 . 2 . 3. 4 

sera convergente quel que soit jr, et aura pour somme cos x. 
77 . Soit maintenant 


On aura 


F(x) = /(.+x). 


F'(x)=— =(i+xj->, F"(.r)=-.(i+x)-‘, 

F'"(x)= 1.2(1 -fx)-’, F”(x-)= 1. 2.3(1 +x)-‘, 
F"(x)= db i.2...(n — 1) (1 -j- x)'" ; 

d’où 

F(o) = o, F'(o)=i, F'(o) = — I, F"’(o)=i.a, 

F’'(o) = ±: 1 .2...(« — 1), 

et par conséquent 

,(, + x)_x-— + — --+...±-+R, 

M — ' / X y+' 

^ n -f- 1 \ I + 


avec 


Le rapport d’un terme du rang p au précédent est exprimé 

généralement par ^ ^ x , et ce rapport converge vers x 

quand p augmente indéfiniment; donc la série sera diver- 
gente si l’on a en valeur absolue x> i ; et convergente si 

X < 1. 

Supposons d’abord x > o ou x positif; on a 


■■ n -f- 1 Vi -h W ■ 


Digitized by Google 



112 


LlVIlt II. 


CUAI’ITIIK I. 


Si X est inférieur à i, la fraction sera plu.s petite que 

l’unité; donc R tendra vers zéro quand n tendra vers l’infini, 
et la série convergera vers /(i +x). 

Supposons maintenant .r < i et posons x — — x; en em- 
ployant la seconde forme du reste, on a 


ou 


K=x’*+‘(> — ®)“- 


1 

(i — fix)“+' 



si 2 < 1 la fraction ( ~ — est inférieure à i, et R tend 

\ 1 — U .r / 

vers zéro quand n tend vere l’infini ; par conséquent la série 
est encore convergente et a pour somme l(i f x). 

Cette série subsiste donc pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre 1 et — i . 

78 . Soit 

F(x) = (i-t-x)". 

on aura 

F'(x) = m(i -T F"(x)=m(m — i) (i -|- x)""*, 

F"(x)= m(m— n-1- i) (i + ar)"'*; 

et par suite 


, tn Im — i) , , 

(i -f x)” = I -1- nix x’ 

i.a 

, «i(;h — — n-f i) , 

4 i i ! x"^i -j-Oxj"' “ 

1 . 2 . .« 

Le rapport du terme du rang j> au précédent est 


m—p + 1 


et ce rapporttend vers — x quand p augmente iudéliniment ; 
donc la série sera di\ ergente si on a eu valeur absolue x> i ; 
couvergeuie si x <, i. 
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Prenons d’abord x positif: on a 

„ m(m — — »4-»j 
R = — i -!■ -L—' 1 +0,r."‘ ", 

i.a...n 

% 

OU sous une autre forme, 


pin . X (m — 1 ) ï 

(rw — a 4- i)x 1 

( • "1 

1 1 -’ a 

« J 

\i+e-r/ 


Si X est plus petit cpie i , le premier facteur tendra vers 
zéro quand n augmentera indéfiniment. En ellot, si n aug- 
mente d’une unité, ce facteur se tiouve multiplié par x 

u-j-t 

ou — X qui tend vers la limite — x quand tend 

vers l’infini, et celte limite est moindre que runité. Quant au 

second facteur , „ , il tendra aussi vers zéro, à 

\i+0x/ 

moins cependant que 9 qui est lié à n ne tende vers la 
même limite. Mais , en aucun cas, il ne pourra surpasser 
funité. Par conséquent, le reste R tend vers zéro quand n 
tend vers finfini, et la série représente (i-j-x)’" pour toutes 
les valeurs de x comprises entre o et 1 

Si X est négatif, rien ne prouve ([ue le second facteur 

J— 1 ne croîtra pas indéfiniment; et cela même devra 

i+ 9 x/ 

avoir lieu, à moins que ne tende vers zéro : il faut dans ce 
cas recourir à la seconde forme du reste donnée n” (71) et 
qui est : 

i.a...fn — i) 

Or, quand n augmente, le premier facteur 

m (m — i)...(m — n 4- i) 

' 

!.?...(« 1) 
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1U 

leiid vers zéro, connue nous 1 avons vn dans le piemicr c?.s; 
et quant au second iacteur (i — O)""' (i-fùx)'" " qui devient 



lorsqu’on change x en — x, il tendra aussi vers zéro, à moins 
toutefois que 0 ne tende vers la môme limite; mais, dans ce 
cas môme, sa valeur sera inférieure à 1 unité. Donc R tend 
encore vers zéro quand n tend vers l’inlini, et la série repré- 
sente (i + j-)’" pour toutes les valeurs de x comprises entre 
O et — 1 . 

En résumé la série 

v,T vi'm—t) , , i)(m — a) 

1 — 1- ! X- d = X" q- 

' 1 ‘ i.a ^ 1.3.5 

subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre i 
et I • 

79. Soit 

M = arc taugx. 

On a trouvé, n» (5o), 




= ( — l)* 1.3.5...». 


D’après la série de Maclaurin, on a donc 

X* X* x’ 

arc taiigx = x — — + — h-- 


Cette formule s'applique à toutes les valeurs de x com- 
prises entre — i et -p i • 

En faisant x= i, on obtient 


4 
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expression très-remarquable du rapport de la circonférence 
au diamètre. 

80. Soit encore 

U = (arcsinx)’, 


On a, n* (5o), si n est pair 




et, si n est impair. 


par conséquent 

X* a x‘ a 4 X* a 4 6 X* 


SI. Soit enfin 


<f (à) cos(Asinx). 


La série de Maclaurin est applicable à cette fonction, car 
le reste tend vers zéro à mesure que le nombre des termes 
augmente : donc 

. , .A . 

gA~.«gos(ftsinx) = 1 -|- - cosx -1 cosax-f-... 

1 I '3 


i.a.3.. n 


cosnx' -f-.. . 


En diiïérentiant les deux membres de cette équation par 
rapport à h, on trouve 

5in sinx)sinx = h (cos’x — cos ax) -f... 

A" 

-) = — [cosnxcosx — cos(n-|-i)x] 

i.a.o...n 
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et de là on déduit 
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h' . , h 

jVe-'* jin (/,sin x)=/i sin x -1 -siii’x + 


i.a...n 


sinnr 


REMARQUES SUR LES SÉRIES DE MACLACRIN ET DE TAYLOR. 

82. 11 faut bien se garder de croire que la série de Maclaurin 
atoujours pour somme F(.r), lorsqu’elle est convergente. Cette 
série peut, en eiïei, converger vers un autre limite que F (x). 
Par exemple, la fonction 



devient nulle, ainsi que toutes ses dérivées, pour x= o, et 
cependant cette fonction n’est pas nulle. 11 en résulte que si 
l’on pose 

F(x)=4.(x) + e , 

•l (x) étant une fonction développable par la série de Mac- 
laurin, la série que l’on obtiendra sera convergente et aura 
pour somme non pas F (x , mais seulement i (x) ; celte série 
sera donc inexacte. 

Les mêmes remarques s’appliquent à la série de Taylor. 


FORMULE DE LAGRANGE. 

83. Soit : une fonction de a et de x déterminée par l’équation 

f\) s = a4-xçCz); 

et proposons-nous de développer une fonction donnée de r, 
en série ordonnée suivant les puissances de x. 

Soit U =f (z) la fonction donnée de z : m seradévelopirable 
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en série ordonnée de celte manière par la formule de Alaclau- 
rin, et l’on aura 


(=») 


, ;f/u\ , X* /f/’llN , X^ , 

( r~3 ) H ~ ( ~7~i ) ■(■•••• 

\dxj ^ I . a \rfxV „ I . a. O \dx*J „ 

x" /d"u\ 

1 . 3 . 3 ... « \rfx"/^ 

Ainsi,il8’aBildea.lc.,ler 0 ) (j!^) 


OU 


les valeurs que prennent les dérivées do u par rapport à x, 
lorsqu’après la dilférentiation on fait x = o. 

Or, en dilférentiant l’équation (i), d’abord par rapport à .r, 
puis par rapport à a, on a 


d’où 


et de là on tire 

( 3 ) 


ffz d: 

■JZ = f(=) + 


dx 


d,r^ 






<?(-)> 



On a d’ailleurs en dilTércntiant la fonction « de ^ par rap- 
port à X et à a, 

du du flz 

dx dz dx 


du du dz 

du dz da 


Remplaçant, dans la première de ces expressions, ^ 


sa valeur © (r) on trouve 
' da 
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du du . .dz 

dx dz"^ ” da 


dz 


et en mettant, dans celle-ci, à la place de sa valeur tirée 
de la seconde, il vient 

du , ,du 


d*tl 

Il nous faut maintenant calculer — i. On a 

dx- 


tPu 




dx* dx 

et, comme en général. 


dx 


( 5 ) 




dx 


da 


ce que l’on peut aisément vérifier par la différenüation (*) , 
en résulte 


( 6 ) 


d*u 

dx*' 


rfx J . 


■[çW 


da 


D’ailleurs, u étant une fonction de z, f (z) , on a 

du . dz 
dx ~ dl 

On a donc, en substituant dans (0), 


(') En eUectuant la dUTerentiation, on trouTe, en effet, que chaque membre 
est é$al à 

, rfu du „ , d*u 
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d’u ^ 1 


dx* 

da 

et, ayant égard à l’équation (3) , 

d‘u 


dx' 

da 

d| 




da 


On déduit de cette équation, et en employant les mômes 

- . d'n 

transformations que pour 


(8) 

d'n 

[»<='’ a. 


du' 

(9) 

d'n _ 


ifx' 

(la* 


et, ainsi de suite. En général, on a donc 



Pour démontrer la généralité de cette formule, il sulTit de 
faire voir que si elle a lieu pour l’indice n — i, elle a encore 
lieu pour l’indice n. Or, de l’équation 



r , 

d'* 

O s)-l __ 

d"u 

f/«J 

iW'-' ~~ 



on en déduit 


Digilized by Google 



120 


LIVnE II. — CHAPITRE I. 


f/Ni 

dx" 


da'~^.d.r 


da"-*dx 


et, en vertu de l’équation (5), 

V. s] 


d" 
dx" 


... du , . du , 
Mais — = œ(z) — ; donc 
dx ^ ' da 


da"~*da 


dx" du'^^du da"~' 

Si maintenant on fait a; = o, on aura 

du 

et la formule (lo) donnera 


(lO 


d"u\ _rf--»[y(„)-/-'(g)1 


(-'l = 

\dx"A 


da* 


Pour le développement de la fonction u ou f (z) , on aura 
donc 


X* rf[® («)*/•'(«) J 
/•(z) = f{a) + xt? {a)f(a) + — ' 

X* d’L?(«)V'(«)] , , d’'-'\<f{ayr(n)] 

I - - J..t I •••■! 


1.2. J 


du' ‘ ' " ' 1 . 2 . 3.../1 du' ' 

C’est la formule connue sous le nom de formule de Lagrange, 


Digilized by Goc^le 



DÉVELOPPEMENT EN SÉBIES DES PONCTIONS D’dHE SECLE VARIABLE. 121 

Si l’on fait x = i, on aura pour le développement de la 
fonction f ( 2 ) , lorsque z = a + <p ( 2 ) , 


(i3) 


l7(z) = f{a) + <p(o) A«) 




+•••+ 


1.2.3 ia* 

Si f ( 2 ) = z, f (a) = a, f {a) et l’on a 
1 </<?(“)* 


.2.3...n 


(>4) 


[-=« + '?(«) + 

+ 


i.a da 

d— ' <p(a)" 

' dû"“‘ 


1 rfXo)* 
1.2.3 da* 


On peut encore donner à la série de Lagrange une autre 
forme en remplaçant dans cette formule x par sa valeur 

Z CL 

— TV En effet, on a alors 
<p ( 2 ) 


(«5)1 


7(2) =/(«)+ -TT ?(W4 


( 2 - a)* d[?(a)*/"(a)] 


?(=) 


+ 


: — a)" 


i. 2 ...nf ( 2 )" 


i. 2 ç( 2 )’’ da 
d"-» \^(a)'f (a)] 
da"“* 


+••• 


APPLICATIONS D£ LA FORMULE DE LAGRANGE. 

84. Soit proposé, en premier lieu, de développer la fonc- 
tion Z, définie par l’équation 

z = a -}- xsinz. 

En comparant cette équation avec celle ( 1 ), on en déduit 
?(z) == sinz, 

et, en prenant les logarithmes, on trouve f{a) = /a, o (a) = sin a. 
Pour le développement de 2 en série, on a donc 
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sina x’ rfsina x’ rf’sina’ 

lx = la-\-x [- — :: ; h*-* 

' fl i.a a i.a.o a 


da da* 

85. Soit, en second lieu, la fonction 

a — 6z + = O. 

En mettant cette équation sous la forme 



et comparant avec celle (i), on en conclut 



Si donc on cherche le développement de s“, et qu’on écrive 
pour simpliCer a au lieu de g , on trouvera 


[ n «)?(«)] = — s 

[/'{«l'fl"’)] = ma-’-. 


Par suite, 


. ,Y , m(m4-an — i) _ v’ 

z« = O* + fwa — I -| fl"" ^ ^ 

6 1.2 6 * 


+ 


m(m+3n — i)(m + ôn — a) f 

1.2.5 6* 


+ • . 


OU en remplaçant a par sa valeur g. 


2*" — » 

* — R* 


i"-‘y , m{m-\-an — i) 

^ r ^ c _ £î« 

O" • 1.2 O 


1 .2 


I fn (m + 5n — i ) (m -f 5» — a) * Tf’ 
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CHAPITRE II. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR. 


86. Soit « = F (x, y) une fonction de deux variables indé- 
pendantes X et y. Supposons que xety prennent respective- 
ment les accroissements h et k, et proposons-nous de déve- 
lopper F (x + ft, y -|- k) en série ordonnée suivant les puissances 
de A et de k. Pour y parvenir, nous changerons d’abord x en 
X “t" Al, y en y -f- kl, et considérant F (x -j- hl, y -f- kl) comme 
une fonction de t, nous développerons cette fonction par la 
formule de Maclaurin ; faisant ensuite I = i , nous obtiendrons 
le développement cherché. 

Soit donc 

f(l) = F (x -f Al, y -f ki). 

En diflférentiant successivement cette équation, on obtient 
pour les dérivées des divers ordres de tp (() . 


, , . ffF ^ , (/F , 

d’F rf’F <y*F 

ç«(<) A» + 3 ^ A*k + 3 hk^ + ?^k* 

rfx’ dx'dy rfxrfy* ' dx* 


, , <f"F . , 


d'F rf"F 

h"-'k+...+ k". 

dx' ‘(/y dy" 
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En désignant simplement par F, F (x + ht, y -\-kt)-, et ces 
dérivées deviennent, en faisant l = o, 

T» = g ^ AA- + AS 

(/^ïi d^u d^n 

T» = 5? ^ + 57 . 

H d'u . , d’ii , . , , d'u . 

= — A" 4- n ; — h"-'k 4- ... — A*. 

rfx" f/x“ 'dy dy' 

Pour le développement de ^(t), on a donc 

?(0 = f (-^ + • .'/ -j- kl) = U ^ ^ + • 

<* /d’u d*u d’« d*u \ 

=: (:nr /'” + •'> -rr-^ /<’* + 3 AA‘ — A* ) + 

i.a.3\d-c’ djc'dy dxdy* dy /' 


dx'dy ' " ' ~ dxdy' " dy 
/"■' / d"^'K d"“’u \ 

i.a.3tn-l)(d7^ï *"") + 

<“ /d"« , , , d"u , \ 

777 . 3 “ W’^"+--+dr %= 


i + W/P 
= Ï + 8A/. 


en entendant par là que x et y doivent être remplacés, dans 
le coefTicient de r, par x + hht, et j/ + 6At. Faisant t = 1 , on 
obtient 

. . . . / du , , du ,\ 

1-(X4A, y + k)=U+(^—/. + -kj + 


/d’u 


I . 2 \dx' 


“mi A/ 1 m\ I 

+“d7rfÿ“ + ï?‘j + 


' /d*u ^ d*« ,,, , _ d’« ,,, , d’«,,\ , 

î ( "T^ ^ *j" j'TT' ^ ^ 3 -T — A4' "l" J~;4‘ 

I . a . 3 \t/x dx dy dxdy* d.f’ / 

I /d' 'u , , , , '« , \ , 

777(7=7) (jx"= *’"■ ) + 


, . , d"u , \ 

1 : 74 ; + + :t::7*”)m=j+6M’ 


1 . 2 ... n Xdx" dy 

C’est le développement cherché. 
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Si, à mesure que n augmente, le reste tend vers zéro, la 
série indéfinie qui forme le second membre de l’équation pré- 
cédente sera convergente, et aura pour somme F (x-j-h, y-\-k). 
Cette série est celle de Taylor étendue aux fonctions de deux 
variables; et on l’éteiidrait de la même manière aux fonctions 
d’un nombre quelconque de variables. 

87. En remplaçant, dans le développement qui précède, les 
accroissements arbitraires h et k, des variables x et y, par 
les dinérentielles dx et dy de ces variables, et, mettant à la 
place des quantités entre parenthèses, les différentielles du, 
d’n ... d"u qu’ elles représentent, on a alors 


F(x-fda-, y -1- f/y) = M -f d« -f 


+ 




-f 


(/"« 


1 2 3 . (« — i ) 1 2 ... n 


d’u d*u 

^ I.2.3'^”' 

[x = x-f-6f/x, ÿ = y-ferfÿ]. 


FORMULE DE MACLAUBIN ÉTENDUE AUX FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 


88. Si, dans le développement de F {x + h,y + k), on fait 
x= O, y = O, on a le développement de F (/i,A); et si l'on 
remplace h et k, qui sont entièrement arbitraires, par x et y, 
on obtient 
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^0’ 


\<lxl. 


(!i~) ’ ce que deviennent respec- 

d U du 

iivement **. ^ » etc. , pour x = o, y = o. 

Si, à mesure que n augmente, le reste tend vers réro, 
F (x, y) pourra être représenté par une série ordonnée suivant 
les puissances «le x et de y, et l’on aura la série de Maclaurin 
étendue aux fonctions de deux variables. On étendrait sem- 
blablement cette série aux fonctions d’un nombre quelconque 
de variables. 


THÉORÈME DES PONCTIONS HOMOGÈNES. 


89. Une fonction algébrique d’un nombre quelconque de va- 
riables X, y, : est dite homoyène et du degré tn, lorsqu’en 
multipliant par t chaque variable qu’elle renferme, la fonc- 
tion se trouve niultipbée par t” . 

Soit donc u = F (x, y, s) une fonction homogène et du 
degré »«. On a, d’après la déliniiion qui précède. 


Posons 


F^/x, ty, tz) = rF{x, y,;). 
/ = I -j- X, 


ce qui revient à remplacer x par x -f- ax, y par y -b ).y, 
Z par s -|- Xs. On aura alors 

F(x-j-Xx, y-f Xy, = (i-f X)-M, 


et en développant les deux membres suivant les paissances 
de h, il viendra 


Fix-I-Xx, y-f>ÿ, = + 

) +etc. 


X* id'u 


[dP^- + 


(Pu (Pu 

a-T-7-xy-l- — y*4-etc, 


dxdy 


(i -J- X)“n = H wvX -j- — Û tiX*-j-„. 


1 .a 
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En comparant, dans ces développeuients, les ternies afiectés 
des mêmes puissances de rindétei uiiiiée À, pn trouve 


du 


du 


du 


— xA- — u-\-— Z — mu, 
dx ' dy^ ' dz 

d'u , , d*u dhi 

dx' ^ dxdy ^ dy'^ ^ ^ 


c’est dans la première de ces équations que consiste le 
théorème des fonctions homogènes. 

Si dans la relation 


Flfx, ty, tz...) — rF{xyz...), 


. 1 

on suppose tx = i; d ou l = - , on a 

•JC 



d’où il suit que, si on divise une fonction homogène de degré 
m, par la puissance m d’une de ses variables, cette fonction 
ne dépend plus que des rapports des autres variables à 
celle-ci, 
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VALEUR DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME 
INDÉTERMINÉE. 


VALEUR DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS LA FORME 

O 


90. Soit ^ ^ ' une fraction qui, pour une valeur particulière 

X, de X, se réduit à la forme indéterminée et proposons- 

nous de déterminer la valeur vers laquelle tend cette frac- 
tion, lorsque x tend vers la valeur particulière x„. C’est cette 

valeur, limite de-^Y» désigne quelquefois sous le nom 

de vraie valeur de la fonction qui se présente sous la forme -. 

o 

En posant x = h, oü a, d’après la formule du n* ( 70 ), 

F(x, + A) ^ F(x,+ e/Q 
Ax,-th) A^o+e.A)’ 

9etô, étant des quantités moindres que l’unité; et, par suite, 
en faisant tendre h vers zéro 


lim!ÿl = ^. 

M A^o) 

Ainsi, pour obtenir la vraie valeur d’une fraction qui se 
présente sous la forme indéterminée - , il suffit de substituer, 

O 
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au rapport des termes de cette fraction, le rapport de leurs 
dérivées. 

Si la valeur x = qui rend nulles F(a;) et f[x), rendait 
en môme temps nulles les dérivées premières de ces fonctions 
ou F'(ar), f{x), on aurait pareillement 


lim 




HfÀ. 

r\^S 


et, ainsi de suite pour les autres dérivées. 

En général, si F'‘t' (r) et (x) sont les premières déri- 
vées que la valeur x = x„ n’annule pas, on aura, par le 
théorème de Taylor, 


d’où 


V{^o + f<) 


1 a 3 i) 

F** ~ 

1 a 5 ... (n-}- i) 


F’^'(x, -|- 6A) 

r‘(^o+e.A) 




F(x,+ A) ^ F-‘(x„-f-9li) 

Ax, + A) 


et, en faisant A = o. 


F(x) ^ F--»(x, 

f[x) 


APPUCATIONS. 

91. Donnons maintenant quelques applications. 

1 " Soit d’abord 

F(x) _ (a«— x’) . 

M ~ (« — -c) ’ 

Cette fraction se réduit à ^ dans l’hypothèse de x = a. Or, 
en prenant les dérivées, on a 

TOME 1. 9 
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F{x) 


par conséquent 




= ax; 




a* Soit encore la fraction 


F(x) X* — ax* + Œ — a’ 

/\x) X* — o’ ’ 

qui, pour la valeur particulière x = a, se réduit à la forme 
indéterminée 

O 

En prenant les dérivés, on a 

F'(x) 3x* — aox + a 

]T{x) ax 

Donc, lorsque x = a. 


lim 


[ 3x — aax -{■ a 
ax 


] 


a 


5“ Considérons la fonction 


F(x) a* — 6* 

f[x] ~ X ’ 


elle se réduit à - dans l’hypothèse de x = o. Or, en dilTéren- 
üant, on a 

g’ 


et lorsque x = o 


4° Soit 


a*/o — 


sin 7 -f siii — x^ 
F(x)^ 4^ \4 / 

/V./.) / t . \ n' 

cos(^--xj-cos- 
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fraction qui pour x—-se réduit à — . 

2 O 

deux termes, on trouve 


En düTérentiant ses 



5” En appliquant la même règle aux fractions : 


x‘ + tanp’j; e’* — /(x-j-e) 
x*-|"Sin’x ’ sinxcosx-f-x*’ 


on trouve, pour x = o 
'X* + tang* X 


lim 


[ x'+taog’xn lini r — ^(•^ + ^1 ’ 

X* + siu’ X J ’ Lsiu X cos x -f x* 




VALEUR DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS L 

cx> 

FORME — . 

CTj 


92 Supposons maintenant que, pour une certaine valeur 

F (x) 


X = x„ de la variable, les deux termes d’une fraction 
deviennent en môme temps infinis, ou que l’on ait 


n^) 


F(X(,)=zoo, /(x,)_=cr-, 

et cherchons à déterminer, dans ce cas, quelle est la vraie 
valeur de ^- 7 ^ ou lim . On peut écrire 

f (») f W ^ 
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or, pour X = et „ , , s’annulent , et l’expression 

précédente prend la forme ^ . Donc, en appliquant au second 
membre de cette expression, la règle qui précède, on trouve 


liin 


F(x) 




lim 


m 

F'(x)- /Ix)*’ 
F{.t1 


F'(x) 


F(x)‘ 


ou, en désignant par A la limite de la fraction 


î{xy 


c’est-à-dire 




/(X) t'{xY 

Ffx) 

Ainsi, dans ce cas, la règle qui donne vraie valeur de 
est la même que celle qui se rapporte au cas où F (x„) = o et 

f (jSo) = O. 


La démonstration qui précède suppose que lim 


F(x) 
f (^) 


n est 


ni nulle ni infinie. Or, la même règle subsiste encore, lorsque 

CTA . 


¥{x) F (x) 

pourx = x„7j^=«cl7j^ 

Ff-r) 

En effet, soit d’abord -- - - ■ = o. On a, en désignant par G 
une constante. 


m ’ 
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I 

expression qui pour x = x^ réduit à Ce cas se ramène 
donc au précédent et donne 




c’est-à-dire 


liin 


F^(x) 

/■'W 


Soit maintenant 


F (Jg) 
f[x) 


= cr>. On a 


f{x) 

F{x) 


= O ; par conséquent. 


JM 

F (x) 


= O, et de même 


Iim"'<"^ 


rix] 


Donc, dans tous les cas, 


lim = lim 

fix) 


or-. 


nx)- 


APPLICATIONS. 


t»3. 1 * Soit la fraction 

Ffx) tang X 



qui pour x = - prend la forme — ; on a 
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et, par suite. 



2 “ On trouve de même pour x = i 



et pour X = O, 



94. Les règles qui précèdent ont lieu quelle que soit la 
valeur x„ que l’on considère, et, par conséquent, subsistent 
lorsque cette valeur x„ devient infinie. Mais ceci exige une 
démonstration particulière que nous allons donner. 

Si l’on pose x = - ; d’où , 


F(x)=F(i), /W = f(i), 



pour X = CO, y = O et cette expression prend la forme indé- 

. 

terminée — : donc, d’après ce qui précède. 
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et, par suite. 


lim 


/W 


lim 


F"(x) 

rw 


Remarquons toutefois que ces règles peuvent être en 

défaut. Ainsi ^ peut-être indéterminé sans que ^ le 

^ f (x) 

soit. Par exemple, l’expression 


X — cosx 
X -|- sinx 

tend vers i lorsque x = c», tandis que le rapport des dérivées 

1 -H sinx 
1 -j- cosx’ 

est tout à fait indéterminé. De même, l’expression 


, 1 

x’ cos - 

X 


sinx + x* cos- 
X 

ou celle 

1 

xcos- 

X 


sinx , I 

1- X cos — 

X X 


se réduit à zéro pour x = o, et cependant le rapport des 
dérivées 

. I I I 

sin — h axfos— 

X X 


, . I , 1 

cosx 4- 8in — f- axcos - 

X X 


ne tend vers aucune limite déterminée, lorsque x tend vers 
zéro. 
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AUTKES FORMES INDÉTERMINÉES QCI SE RAMÈNENT ACX 
PRÉCÉDENTES. 


95. Considérons le produit 

r r).f[z). 


et supposons 
On peut écrire 


ou bien encore 


F(x„)=o, /•(j:J = oo. 


F(x)./(x) = 


F(x) 


Rx) 

F(x).f{x) = (^. 

W) 


Or, pour X = = o et srr-r = «>. La première 

f[x) î (x) 

expression se trouve donc ramenée à la forme et la seconde 

<X* 

à celle—. 

OO 


96. Considérons encore l’expression 

F(x/<‘), 

et supposons que pour x = x„ cette expression se réduise à 
l’une des trois formes suivantes: o®, orJ, 1*. 

On a généralement, 

logF(x)'<*> = /(x)logF(x); 

ainsi, la question se réduit à déterminer la vTaie valeur du 
produit/" (x) log F (x). 

97. On trouve de cette manière pour x = o : 
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lim [sinx'“**] = i, 
lim = e ***, 


r -T -lyt-») — 

litnL(i + J:rJ =e- =lime’^* = p; 


et, pour a; = Où , 


lim X* = lim e* = i, 


^ =lime’W^;‘“p(x . 
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TIltoRIE DES MAXIMA ET DES MINIMA. 


MAXIMA ETMIMMA DES FONCTIONS d’uNE SEULE VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 

98. Soit F {x) une fonction de la seule variable x. Lorsqu en 
donnant h x différentes valeurs successives cette fonction est 
telle quelle croît d’abord pour décroître ensuite, on donne le 
nom de maximum au plus grand état de la fonction qui est 
celui où elle passe de l’accroisseinent au décroissement; et, 
si au contraire, F (x) décroît d’abord pour croître ensuite, le 
nom de minimum au plus petit état qui est celui où la fonction 
passe du décroissement à l’accroissement. 

D’après cela, F(a?) sera un maximum pour x = si la 
différence F + h) — F (,r„) est constamment négative 
pour des valeurs positives et itégatives de h quelconques, 
mais suflisamment [letites; et un minimum si cette différence 
est constaniment positive pour les mêmes valeurs. 

Voyons donc dans quels cas ces conditions du maximum 
et du minimum peuvent êtie remplies, et quels sont les ca- 
ractères qui les distinguent. 

La fonction F (x) étant une fonction continue de x, on a 

F(x„-f /»)-F(x„) = /.F'(x„ + 0/d, 

9 désignant une fraction; et si F(x„) n’est pas nul, le se- 
cond membre cliangera de signe avec h. La différence 
ne pourra donc pas être de signe constant 
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pour les valeurs positives et négatives de h, et il n’y aura, 
dans ce cas, ni maximum ni minimum pour la valeur x = 
que l’on considère. 

Mais si cette valeur x = x„ rend nulle F'(Xj), alors, on aura 
F(x„ + /i)-F(x„) = ^F''{x„ + e/d; 

et si F" (x„) n’est pas nul, il est clair que pour toutes les 
valeurs positives ou négatives de/i, maissuflisamment petites, 
le second membre, et par suite F (.t„ -f ^') — F (xJ auront 
constamment le même signe. Donc, dans ce cas il y aura 
maximum si F" (x„) < o, et minimum si F" (xJ > o. 

Si F'' (x„) est nul, on aura 

F (x„ -f A) - !^ ^ ■_ F"' (.r, + OA), 

1 • 2 «O 

et si F'" (xJ ne l’est pas, F — F (xJ changera de 

signe aXec A; donc, dans ce cas, il n’y aura ni maximum ni 
minimum. 

Si P" (x„) = o, alors 

F(x,-f A) - F{x,) = F-(x„ + 0A), 

et suivant que F" (x„) sera négative ou positive, il y aura un 
maxiimim ou un minimum; et ainsi de suite. 

En général, on voit ipie si la première des dérivées P (x„), 
P'(c„), F'''(x^}, ...que la valeur de .r n’annule pas est d’ordre 
pair, la fonction F (x) sera un minimum si cette dérivée est 
positive, et un maximum si elle est négative. 11 n’y aura ni 
maximum ni minimum, si la première des dérivées fjue la 
valeur de x n’annule pas est d’ordre impair. 
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APPLICATIONS. 

99. Soit proposé, en premier lieu, de trouver la plus courte 
ou la plus longue de toutes les droites que l’on peut mener 
d’un point donné M (a, P) à une courbe plane également 
donnée 

y = F(x). 

L’expression du carré de la droite qu’il s’agit de rendre 
un maximum ou un minimum est 

et l’on a pour la condition commune au maximum et au mi- 
nimum 

(x— «) +(y — p)^ = o. 

On déduit de là 

y— P _ j_. 

X — a dy’ 

dx 

d’où l’on voit que la ligne la plus courte ou la plus longue 
que l’on puisse mener à une courbe, d’un point M situé dans 
son plan, est celle qui coupe cette courbe à angle droit ou 
qui lui est normale. 

Quant à la distinction du cas où il y a maximum ou mini- 
mum, elle se fera en examinant le signe de la dérivée seconde 



\ 

11 y aura maximum, comme on le sait, si cette dérivée est 
négative, et minimum si elle est positive. 

Lorsque la courbe considérée est un cercle, et que le point 
donné est situé sur l’axe des abeisses à une distance a de 
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son centre, il se présente une singularité qu’il est bon de 
signaler. On a, alors, 

a:* + y* = r* 

et l’expression de la ligne qu’il s’agit de rendre un maximum 
ou un minimum est 


Or, si d’après la règle qui précède on égale à zéro sa dérivée, 
on trouve 

— aa = O 

équation absurde et qui semble indiquer que le problème 
n’admet aucune solution, tandis qu’évidemment il en a deux. 
Pour les trouver, il suffit de remarquer que x n’est variable 
qu’entre — r et + r; alors en faisant passer a: de — r à + r, 
on reconnaît facilement que le maximum a lieu pour x= — r, 
et le minimum pour x — -{-r. 

Soit, en second lieu, 

F(a) = 0} -bx-\-x*; 

on obtient, en différentiant, 

F'(x )=— 6 + 2X, F"(x) = a, 

et cette valeur positive de F" (x) indique que la fonction pro- 
posée a un minimum. Pour déterminer la valeur de z qui 
répond à ce minimum, posons : 

P(ar) = — ô -f- aar = O. 

Nous en déduirons x — --, et, substituant cette valeur de x 

2 

dans la fonction F {x ) , nous aurons pour le minimum cherché. 



Digilized by Google 



Mi 


LIVRE II. 


CHAPITRE 


Soit ensuite 


Fur) = 


1 


on a 




et, posant F' (a;) = o, on en déduit i — x* = o ou x = ±i. 
Dans le premier cas, F''(r) = — et dans le second 

F"(x) = + ^; ainsi, la Ibnction F(x) devient un maximum 

lorsque X = 1 , et un minimum lorsque x = — i. Ces valeurs 

maxiina et minima sont évidemment F(x) = - , F (x) = — 

'a 2 

Soit encore 

F(x) = x'. 

OU a 

F'(x) = x'^( 1 + /x), F"(x) = x^ -I- ( 1 + /x)’ j 


Posant F' (x) = o, on en tire Ix = / et x = substi- 
tuant cette valeur de x dans F" (x\ on obtient un résultat 


positif; d’où l’on conclut que cette valeur x = - rend la fonc- 

c 

tion F (x) un minimum. 


CAS DES FONCTIONS I.MPUCITES. 

100. Considérons maintenant une fonction u liée à in — i 
variables par m — i équations données. Soient, par exemple, 
les trois équations 


(0 


I .y, «) = n, 

I .y» «) = ‘D 

1 «)=o, 
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dans lesquelles nous prendrons u pour la fonction de x. 11 
s’agit de trouver les valeurs de x, ainsi «pie codes correspon- 
dantes de y et z, capables de rendre celte fonction u un niaxi- 
inuin ou un minimum. 

En dilTéreutiant ces équations et y regardant y, :: et u comme 
des fonctions de x, on trouve 


I d® d® dy d® dz d<p du 

dx dij dx dz dx du dx 

dx ‘ dy dx dz dx du dx 

df . d[ dy df dz d( du 

dx ' dy dx' dz dx ' du dx 

La condition commune au maximum et au minimum est 


du 

dl“®’ 

et en y ayant égard dans les équations précédentes, ces équa- 
tions se réduisent à 


( 3 ) 


d<f d'f dy do dz 

dx dy dx dz dx 

d'i di{/ dy d'I dz 

dx dy dx' dz dx 

dx ' dy dx ' dz dx 


Éliminant — et — entre ces dernières, on obtient 
dx dx 


F{x,y,z;u] = a 


équation qui, jointe à celles données tp =o, = o, /“= o, 

déterminera les valeurs de x, y, z et u. 

En dilTérentiant de nouveau les équations (i), on obtiendra 


(£u 

dx* ’ 


et en substituant dans cette expression les valeurs de 
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X, y, Z, «, riéjà trouvées, on reconnaîtra qu’il y a pour u un 

,, d'u 

maximum ou un minimum suivant que 1 on aura < o ou 

Uw 


d’u 


dx 


-,>o. 


Pour éliminer et ^ entre les équations (3), on peut 


ajouter ces équations après avoir uiultiplié les deux dernières 
par des facteurs indéterminés [a, choisis de manière à 

rendre nuis les coeflicients de ^ et de On obtient ainsi 

dx dx 


X ^ 
dx dx 

dtp ..dUf 

dy 

df ,.d^ 

dz'^ dz 


+ 



+ 


A 

^ dy 
A. 

+ ^Tz 



t 


et, éliminant alors X et |x entre ces dernières, on sera conduit 
à l’équation 

F(x,y,z;«) = o 

beaucoup plus promptement qu’on ne le serait en éliminant 
d’une autre manière ^ et ^ entre les équations (3) . 

U*X/ UtJC 

Considérons plus généralement une fonction ç(x, y, 2 ,o,...u) 
de m variables liées par m — i équations telles que 

-Hx, y,z,v ...;u) = o 
^,{x,y, z,v...;u)=o 
^^{x,y,z,v...;u)z=o 


et cherchons les maxima et minima de cette fonction 9 . 

La condition commune au maximum et au minimum est 

d<p dfdy d<p dz d<fdv d» du 

dx dy dx dzdx~^ dv dx~^ du dx 
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On a d’ailleurs m — i équations telles que 



+ 


dy 

+ 

dt}' 

dz 

+ 


dv 

-f- ... 

... + 

d'if 

du 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx 

do 

dx 

du 

dx “ ® 

d'î'i 

+ 

d’I', 

dy 

+ 

dif. 

dz 

+ 

d^, 

do 

+ •• 


d^, 

du 

dx 

dy 

dx 

dz 

dx 

dv 

dx 

du 

dx^° 

d'^, 

dx 

+ 

d+, 

dy 

dx 

+ 

d'V, 

dx 

dz 

dx 

+ 

d'I', 

dv 

dv 

dx 


•• + 

dif, 

du 

du 


dy . dz dv du_ 

dx dy dx~^ dz dx^ dv dx”^ " ' du dx ° 

Éliminant entre toutes ces équations les tn coefficients 

dy dz dv du . . 

dx' dx' dx'"' dx' obtiendra une équation 

f{x,y,z,v, u) = o 

qui, jointe aux m — i équations données, déterminera les 
valeurs de x, y, s, u, pour lesquelles la fonction tp est 
un maximum ou un minimum. En cherchant ensuite la dé- 
rivée seconde de o, on reconnaîtra, au signe de cette dérivée, 
s’il y a réellement maximum^u minimum. 

Le cas que nous venons de traiter est le plus général et 
renferme en particulier le précédent. 11 suffît, en effet, pour 
l’en déduire de réduire la fonction <p (x, y, z, v,... v) à l’une 
de ses variables. 


MAXIMA EX MmiMA DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 

101. Soit F (x, y) une onction de deux variables indépen- 
dantes X et y. Celte fonction sera un maximum si la différence 

F(x + A, y-f A)— F(x,ÿ) 

est constamment négative pour des valeurs positives et néga- 

TOME I. 10 
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1 4fi 

tives de h et k quelconques, mais suflisamment petites; et un 
minimum, si cette dilVérence est coustamment positive pour 
les mômes valeurs. 

Or, en se bornant au cas où la lonction et ses dérivées ne 
deviennent pas discontinues, on a 


F[x+k,y + k]-F{x, y) = + R; 

et, comme on peut toujours, en prenant h et k suflisamment 
petits, rendre la somme des termes du premier degré en h et 
^supérieure à la valeur absolue du reste R, et, par conséquent, 

faire dépendre du signe de ^ celui du second membre, 

et par suite aussi de raccroissement l'\'a: + A, y + k) — F {x,y ) , 
on voit que pour que F {x -\-h,y -{-k) — V [x,y] reste inva- 
riable de signe, ou pour que V [X,y) puisse être un maxi- 
mum ou un minimum, il faut que cette somme soit nulle, 
c’est-à-dire que l’on ait, h et k étant indépendants l’un de 
l’autre, 

>IV dF 

dx ~ •/./ “ 

Ces conditions étant remplies, on aura 


F{x-\-h,y + k)^F(x,y) 

_rf’F /d fPF dn- 

— ^ I .a dx'dy ' ' djp' T7i 

et, SI les dérivées —, ne sont pas milles, le signe 

dx dxdy (ly* ^ > o 

du second membre, et }>ar suite celui de l’accroissement 

F (a: /(, y k) — F (.r, y), sera, par les mômes raisons que 

tout à rhenre, et pour des valeurs de h et de k suflisamment 

petites, le môme que celui du trinôme 


JL hk 4 - — 
dx'‘ 1.2 ' dxdy dy* i.a' 
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11 y aura donc maximum si cette somme est constamment 
négative, quels que soient ft et t; et minimum si elle est con- 

staminent positive. Or, en divisant cette expression par—, ce 

qui ne change pas le signe, on a 

£!•' /ky k d'F 

dy' \hj ^ dxdy À dx* ’ 


et pour que ce trinôme reste invariable de signe, quelque soit 
le rapport il faut que l’on ait 


f d'F y < 

\dxdy) ~ dx* dy*‘ 


iPF rf*F 

Cette condition exige évidemment que et ^ soient de 

môme signe. Dans le cas où elle est satisfaite par les valeurs 
de X et y, tirées des équations 


dF 

dx 


= O, 


dy 


rf*F 


F (a:,y) est un maximum ou un minimum suivant que ^ et 


d*F 

^ sont négatifs ou positifs. 

Si les trois dérivées du second ordre 


d'F ffF, rf*F 


dx*' dxdy' dy* 
étaient nulles séparément, il faudrait que celles du troisième 
ordre le fussent aussi, et que le polynôme du quatrième degré 
k 

en — eût un signe constant ; ce qui conduirait à des conditions 


plus compliquées que les précédentes. On exigerait des con- 
ditions analogues, si toutes les dérivées du quatrième ordre 
étaient nulles. 

Le même raisonnement s’applique sans difficultés aux fonc- 
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lions d’un nombre quelconque de variables; mais alors les 
conditions deviennent de plus en plus compliquées. 

Suit, par exemple, la fonction F (t, y, z) de trois variables 
indépendantes. Cette fonction sera un maximum ou un mini- 
mum, suivant que la différence 

+ ^ y + 3 + /)— F(x, y, z) 

sera constamment négative ou positive pour des valeurs quel- 
conques de h, k et l, suffisamment petites, et d’ailleurs aussi 
petites que l’on voudra. Or, on a 

rfF dF rfF 

F{x-^k, y-\-k, z-\-l) — y» ^5 ~ ^ “t" 


et, en prenant h, k, l suffisamment petits, on pourra toujours 
rendre la somme + grande que la va- 
leur du reste R. Doue même signe 

que F (.r -f A, y + A-, 5 + /) — F (x, y, z). Mais cette somme 
change de signe avec A. A, /. Donc, pour que F (x + A, y -j- A, 
s + /) — F (X. y, :) reste invariable de signe, ou pour que 
F (x, y, 5) puisse être maximum ou minimum, il faut que 
l’on ait 

l/F (/F e/F 

Ces conditions étant remplies, on aura 


F(x + A. y + k, l+:) — F{x,y^) 


'.r? A’ 

i/x* a 


<'’F ,, , i/’Fi’ , '/’F , (TF ,, , rf»F/‘ , „ 


et pv'ur qu’il \ ail maximum ou minimum, il faudra que le 
pcùv iiôme 


iTFk* <rr d>F^‘ , <f’F d’F d^F P 

</x’ i dx-iy ' «/ÿ’ a dxdz dydt àx* a 
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conserve constamment le même signe, quelles que soient, au 
reste, les valeurs, supposées aussi petites que l’on voudra, 
attribuées à h, k, l. Or, en raisonnant comme dans le cas qui 
précède, on verra que cela exige que 



ld'F\\ 

d’F 

rf’F 

(d'Fy 

d'Vd'F , 



\dxdy) rfx* 

f/y” 

\dxtiz) dx^ rfz* * 


/(TF rf’F 

rf*F f/*F\ 

vr 

/d*FN 

* r/ 

d'F f/’F"! 

\dxdy dxdz 

rfx’ dydz) 


\dxdyl 

' dx^ dy' 

'J Wdxdi) 

dx* 


(P¥ 

Cette condition ne pourra jamais être remplie si y-;. 


^ ne sont pas de même signe. Dans le cas où elle est satis- 
faite pour des valeurs de x, y, z tirées des écpiations 


dF _ f/F 

dx dy 


O, 



O, 


cTF 


F (x, y, z) est un maximum ou un minimum, suivant que ^ 


rfy” rfx* 


sont négatifs ou positifs. 


102. Pour donner une application de la théorie des maxima 
et des niinima des fonctions de plusieurs variables indépen- 
dantes, nous nous proposerons de trouver un point tel que la 
somme de ses distances à trois autres points fixes soit un 
maximum. 

Soient A, B, C les trois points donnés. Prenons pour axe 
des X la droite qui joint leu points A et B, et pour axe des y une 
perpendiculaire à cette droite au point A. Soient d’ailleurs a 
l’abscisse du point B, et a, b les coordonnées de celui G ; x, y 
étant les coordonnées du point cherché, l’expression qu’il 
s’agit de rendre un minimum sera 


F (x, y ) = — a)’4- (y — 6)’ +\(x — a)’ + y*+ ‘ ,-f y*. 
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et le» conditions 

dF (/F 

deviendront 

X — H ^ X — a ^ X 

v/(x — a)* + (y-6)» v^(x— a)’+y’ + 

■ _ 4- ^ - + -JL_=o. 

Vt.x — «)’ + (y — 6)’ vAx — a)’ + ÿ’ yx’-hJ/’ 

Élevant au carré, puis ajoutant, on a 

■ _ 1 I »)^+y*l 

v/x* + y’V(a; — «)’ + y’ 

c’est-à-dire 

(^’ + y’ — «x)‘ = ^(x’4-y*) [(x— a)’+y’l; 

et comme 

(X* -f- y*) ['X - a)‘ + y«] = (x« + y* - «x)> + 

il en résulte 

x’ ÿ’ — ax = ± 

V3 

Cette équation, comme on peut aisément s’en assurer, re- 
présente les deux cercles qui correspondent aux segments 
capables de i ao degrés que l’on peut décrire sur la corde AB. 
Il suit de là que le point cherché se trouve situé sur un seg- 
ment capable de 120 degrés décrit sur l’un quelconque des 
côtés AB, AG, BC du triangle ABC, et, est, par conséquent, à 
l’intersection de trois segments semblables décrits sur ces 
côtés. Ce point jouit donc de cette propriété, que les droites 
qui le joignent aux points A, B, C, forment trois angles égaux 
entre eux et de 120 degrés. 

Lorsque les segments décrits sur les côtés du triangle ABC 
ne peuvent pas se couper, ce qui arrive quand le triangle a 
un angle plus grand que 120 degrés, alors les deux conditions 

c/F dF 

7- = 0, — = 0 

'/X f/ÿ 
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sont incompatibles. l’our trouver, dans ce cas, la solution du 
problème qui existe évideniuient, il suflit do remarquer que, 
lorsqu’on prend pour point cherché l’un des trois points 

A, B, C, les dérivées qui précèdent deviennent Dès lors, on 

O 

voit que c’est l’un de ces trois points qui résout le problème, 
et l’on reconnaît sans peine que c’est le sommet de l’angle 
obtus qu’il faut choisir. Cette solution du problème proposé est 
due à M. J. Bertrand. 


CAS DES FONCTIOXS IMPLICITES. 

103. Soit Ÿ (x, y, Z, U v) une fonction de «i + n va- 
riables liées par n équations telles que 

'1' (^, y, -• «•••, t!) = 0, 
y, «•••, t') = O, 

y, 2, «•••» ®) = O, 


y, Z, U..., t') = 0. 

< 

D’après ce qui précède, on doit avoir 
, 1 

, , f/o , do , . f/o , . f/o . f/o 

<•> s''-' ■'» + È * + à ''» +■■•+ i * = »• 

On a d’ailleurs n équations telles que 


'i •'- + S ■'» + S * + g rf“+-+s <"> = «, 


(») 


dy 


dz 


du 


dv 




' dx+^ dy + dz -t- 9= d„-|-...+ ÿ:do = O. 
dy dz du 


\dx 


dv 
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Éliminant de l’équation (i), au moyen de ces n équations, n 
dilTérentielles, les m autres qui y resteront pourront être re- 
gardées comme arbitraires, et on devra égaler à zéro le coef- 
ficient de chacune d'elles. On obtiendra ainsi m équations qui 
jointes aux n équations données = o, •{/,= o = o dé- 
termineront les valeurs des m -f- n variables pour lesquelles 
la fonction <p peut être maximum ou minimum. 

Pour éliminer ces n didérentielles des n -f i équations (i) 
et (a), on peut .se servir de la méthode du n” (loo). Ainsi, on 
ajoutera les équations (i) et (a), après avoir multiplié ces 
dernières par des facteurs indéterminés À, jj., v, Ç, etc., choisis 
de manière à rendre nuis les coelTicients des différentielles 
que l’on veut éliminer ; après quoi il faudra, comme il vient 
d’être dit, égaler à zéro les coefficients des tn autres diffé- 
rentielles qui sont arbitraires. On sera ainsi conduit aux 
équations 




d<f 








dz 


dz 


+• 






dv^ du^^ du ^ du ^ ^ ^ du 


en sorte que joignant à ces m équations celles données <j/ = o, 
= O =0, on aura un nombre m -j- n d’équations, au 
moyen desquelles on pourra éliminer X, p., u ..., î et détermi- 
ner les valeurs de x, y, 2, u, ... v. 
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EXERCICES. 


1 * Trouver la ligne la plus courte ou la plus longue que 
l’on puisse tracer d’un point d’une courbe donnée à un point 
d’une autre courbe également donnée. 

a:, y étant les coordonnées du premier de ces points, et 
X, y' celles du second, on trouve 

y — y’ _ » _ ». 

X — x' dy dy'’ 

dx dx' 

d’où il suit que la ligne la plus courte ou la plus longue de- 
mandée est celle qui coupe les deux courbes à angles droits. 

2 * Parmi tous les cylindres inscrits dans un cône droit, 
trouver celui dont le volume est le plus grand. 

Solution : Le cylindre dont la hauteur est le tiers de celle 
du cône. 

3* De tous les triangles isopérimëtres, trouver celui dont 
la surface est la plus grande. 

Solution : Le triangle équilatéral. 

A* Parmi tous les cônes que l’on peut inscrire dans une 
sphère, trouver celui dont la surface convexe est la plus 
grande possible. 

5* Trouver sur une courbe donnée un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnés A et B soit un 
maximum ou un minimum. 

6" Trouver l’ellipse la plus grande que l’on puisse former 
en coupant, par un plan, un cône droit donné. 

7 * Diviser un nombre donné en trois parties et telles que 
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la première étant élevée à la puissance m, la seconde à la 
puissance n et la troisième à la puissance q, le produit soit un 
maximum. 

8* Trouver le maximum de la fonction 

« = XÿZ, 

avec la condition 

a(iy-f xz + yz) = «*. 


Digitized by Google 



LIVRE III. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE PREMIER. 

THÉORIE ANALYTIQUE DES TANGENTES. 


ÉQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 

104. Soit F(x,y) = o l’équation d’une courbe plane quel- 
conque AMM', fig. (3), et x',y' les coordonnées d’un point M 
donné sur cette courbe, par lequel on veut mener une tan- 
gente. Faisons passer par ce point et par celui M' dont x’ -}- Ax', 
et y' + Ay' sont les coordonnées, une sécante. Cette ligne 
aura pour expression 

Av' 

et tendra à se confondre avec la tangente à mesure que le 

A y' 

point M' se rapprochera de celui M. Lorsque le rapport 
se réduira à sa limite l’équation précédente deviendra 


, rfy' , ,, 
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et cette équation sera celle de la tangente à la courbe au 
point considéré. 

J J 

En remplaçant — par sa valeur tirée de l’équation différen- 
tielle de la courbe, l’équation précédente devient 

(a:— x), 


y — y 


Ëü 

dx 

"ÏT 

<^y 


expression que l’on peut écrire sous une forme plus symé- 
trique 

-(x-x')_(y-y)=o. 

105. Passons maintenant à l’équation de la normale. Cette 
ligne est une perpendiculaire à la tangente au point de contact 
Si donc les axes sont rectangulaires, on aura pour son équa- 
tion 

dx' 

OU 

dx' 

ou bien encore, en remplaçant par sa valeur tirée de l’é- 
quation dilTérentielle de la courbe. 

Si les axes sont obliques et font entre eux un angle 6, on 
aura 

[(S - f ('I " S' ■ 
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EXPRESSIONS GÉNÉRALES DE LA LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES 
TANGENTE, SOUS-TANGENTE, NORMALE ET SOUS-NORMALE. 


106. On appelle sous-tangente et sous-normale^ les parties 
de l’axe des x comprises entre le pied de l’ordonnée, au point 
de contact que l’on considère, et la rencontre de la tangente 
et de la normale avec le même axe. ^ous désignerons respec- 
tivement ces lignes par les notations S, et S,. En faisant y* = o 
dans les équations de la tangente et de la normale, on déter- 
mine les points où ces lignes coupent l’axe des x, et l’on a 


X — x’ = S, 



X — x'=S, = y' 


d£ 

dif' 


Au moyen de ces valeurs, on obtient ensuite pour la lon- 
gueur de la tangente MT et de la normale MN 


MT = T=,/MP' + Tf = y/y- + y(^)’=,y. + (^)', 
*N = N=^MP' + PN* = y',- + ,"(gj’=,y 

On obtient directement ces valeurs au moyen des triangles 
MTP, MNP. En effet, on a 


et, par suite, 

</l/ 

S, = y'cot«T = y'.^„ S, = y tang'® = ÿ'^. 
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AXGLES DE LA TANGENTE DE LA NORMALE AVEC LES AXES 
DES COORDONNÉES. 


107. Désignons par a et ^ les angles complémentaires que 
forme la tangente à la courbe avec les axes des coordonnées. 

La tangente de l’angle a sera égale, comme on le sait, à 

(aX 


et l’on aura. 



On aura de même, en désignant parX et [a les angles que 
forme la normale avec ces mêmes axes coordonnées, tang X 



Si l’équation de la courbe est donnée sous la forme 
F(ar, y) = o, alors les expressions des valeurs du cosinus des 
angles a, p et L, [j. deviendront 



Digilized by Google 



THEORIE ANALYTIQUE DES TANGENTES. 


159 


APPLICATIONS. 


108. Voici quelques applications des formules générales 
qui précèdent. 

L’équation de l’ellipse ou de l’hyperbole est 
o’ÿ* ± 6*x’ = dt a'b*, 
et cette équation étant différentiée donne 
a*aydi/ ± b*ixdx = o ; 

d’où 

rfy ^b* X 

dx < 1 * y ' 

On a donc respectivement pour les équations de la tangente 
et de la normale 


— y') ± — x') = o , 

ou 

a’yy' ± b'xx' = ± a*6* ; 
ô*x'(ÿ — y’) it o’y'(x — x') = o. 

On a ensuite, pour les expressions de la sous-tangente et de 
la sous-normale, 



et pour les longueurs de la tangente et de la normale 


T = v'aV’ + N = -,v^VT^- 

0 X' a 

I 

Dans la parabole dont l'équation est 
y* = ipx 


on a 


ayrfy = aprfx: d’où ^ = - 
' dx y 
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Les équations de la tangente et de la normale sont respecti- 
vement 

^—y')ÿ—p{x—x') = o 

ou 

yy=p(a:+x'); 

ÿ_y' = _^(x-x') 

On a pour les expressions de la sous-tangente et de la 
sous normale 

S, = ax', S, = p, 

et pour les longueurs de la tangente et de la normale 

T= v'ax'(ax'-hp), N= v'pCax'-f p). 

Prenons la logarithmique dont l’équation est 


on en tire 


y = logx ou y = «*; 
dx 


Ainsi, les équations de la tangente et de la normale sont 

y — y = a*" la (x — x") 

. a"' , n 

y-^=—(x-x] = 0. 


On trouve pour les expressions de la sous-tangente et de la 
sous-normale 

S, = ^, S, = /aa**'. 


Ainsi, dans cette courbe, la sous-tangente est constante et 
égale au module du système de logarithmes. 

Considérons maintenant la courbe que l’on nomme cycloïde. 
Elle est décrite, comme on sait, par un point M, fig. (4), 
donné sur la circonférence d’un cercle qui roule, sans glisser, 
sur une droite indéfinie kx. Soit HMN la position de ce cercle 
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générateur. Prenons pour axe <Ies .r la droite ,\x sur laf|i;cl!e 
roule le cercle, et pour orit,nue des coordonnées le point 0 ou 
a dû se trouver le point M à l'origine du mouvement. Kn dé- 
signant par X et y les coordonnées OP, PM du point M de la 
cycloïde, par a le rayon ME du cercle générateur et par u 
l’angle que fait ce rayon avec le diamètre UN, on aura 

(l) y = a(l — COStt) 

(a) x = a{u — sin «). 

De la première de ces équations on en tire 


d’où 


a — y 

COSM= 

a 


U = arc COS 



sin U = 


V" — //’ 
a 


et ces valeurs substituées dans la seconde donnent 


a — y / 

(3) x = aarccos V^ay — y' 

équation qui est celle de la cycloïde. 

Pour obtenir maintenant^, dilTérentions l’équation (3) ou 

plus simplement celles (i) et ( 2 ); on aura 

dy = asin udu, 
dx = a(ï — cos a) du, 

et, par suite, 

dy sin a V 2 «y — y’ 
dx 1 — cos a y 

on aura donc pour les équations de la tangente et de la nor- 
male 

y-y = (x-x),y-y' = - y/-^,(x-x'). 

TOME I. I 1 
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Les expressions de la sous-tangente et de la sous-normale 
seront 

et pour les longueurs de la tangente et de la normale, il 
viendra 

La valeur S„ = v^aay' — y" = — yf) = \/NG X HG 

= MG = PrJ, montre que MN est la normale au point M, 
et, par suite, que MH perpendiculaire à MN en est la tan- 
gente. 
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DIKI-'ERENTIEUES DE L’AIRE ET DE L’ARC D’UNE COURBE PLANE. 


DIFFÉRENTIELLE DE l’aIRE D’dNE COURBE PLANE. 


109. Soit AM, lig. (5) , une courbe plane quelconque dont 
l’équation en coordonnées rectangulaires est 

ÿ = F(x). 

Considérons l’aire AMPB = u qui est l’espace com’pris entre 
cette courbe, une ordonnée fixe MP, une autre variable M'P' 
et l’axe des x ; et proposons-nous de trouver la différentielle 
de cette aire ou du. 

Admettons, à cet effet, que x ou OP augmente de la quantité . 
finie PP', que nous représenterons par Ax. u croîtra de Au re- 
présenté par le trapèze curviligne MPPM', et, comme on peut 
toujours prendre Ax assez petit pour que de P en P' la fonction 
F (x) soit constamment croissante ou constamment décrois- 
sante, on aura, en la supposant croissante, 

Au>y4x et Att<(ÿ-f-Aj/)Ax. 

On aura donc 

Au 

Au = ÿAx ± eAx OU — = y ± e, 

Ax 

et, par suite, à la limite 

^ = y ou du= ydx. 
dx 
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Ainsi, la différentielle cliorchée est égale à ydx et sa dérivée 
à y ou à F (.i). 

Quand le.s axes des coordonnées sont obliques et font entre 
eux un angle d, on a 

du = ydx sin 8. 


DIFFÉRENTIELLE DE l’aIRE ET DE l’aRC d'DNE COURBE PLANE. 


110. Nous adopterons pour l’arc la définition suivante : La 
longueur d'un arc de courbe est la limite vers laquelle tend le 
périmètre d’un polygone inscrit dans cet are, lorsque ses côtés 
tendent tous vers zéro. 

Démontrons d’abord l’existence de cette limite. 

Soient x = OP, y = .MP les coordonnées du sommet M d’un 
polygone AGMM'D, fig. (6), inscrit à l’arc de courbe AD, et 
X + Ax, y + ày celles du sommet suivant M', on aura 


MM'= v^Ax’-|-Ay’ = Ax 

Le rapport^ a pour limite ^ lorsque Ax tend vers zéro; 
par conséquent 

MM’ = Axy/i + + 

U) désignant une quantité qui s’annule avec Ax. 

Ainsi, le périmètre du polygone inscrit que nous représen- 
terons par P est 



Cela posé, désignons par Y la fonction de x, 
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que l’on peut regarder {oiiiine la longueur de l’ordonnée NP 
d’un point N répondant à l’abscisse x, et construisons la courbe 
BNE que cette fonction Y représente. On aura, A désignant 
l’aire comprise entre la courbe, les ordonnées extrêmes 
BQ, EC et l’axe des x, 

A = V(Yax) + ^(aAx). 

Ainsi, l’expression de A diffère de celle de P de la quantité 
^(u»Ax) — ^(tAx); 

par conséquent 

P = A + ^ (uAx) — V (eix). 


Mais O) et e étant des quantités infiniment petites et V Ax 

ayant une valeur finie qui est AG, V (wAx) et V (eAx) 
doivent à la limite être nul les ; donc 

lim P = A. 


Ainsi, le périmètre d’un polygone inscrit dans un arc 
de courbe, tend vers une limite déterminée qui est A ou 

lim ^ (YA.t), lorsque ses côtés tendent tous vere zéro. 

^ Si maintenant on désigne par i la longueur de l’arc de 
courbe AD, on aura, d’après ce qui précède, s = A; et par 
suite ds = \dx, \dx étant la différentielle de l’aire A. En re- 


mettant pour Y sa valeur y/ 1 + . on aura donc 


ou bien 




H» = \dx' f/ÿ’. 
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ir,6 

En ayant égard à cette expression de ds, les valeurs des 
sinus et cosinus des angles que forment la tangente et la nor- 
male, au point M, avec les axes des coordonnés, deviennent 

dx’ „ du' 

cosa = —, cosp = sm « = . , , 
as as 

.du' . . dx' 

COSA = — cos|i= sm A = — . 

uS (18 

111. On peut déduire de ce qui précède que le rapport d’un 
arc quelconque à sa corde a pour limite t unité lorsque V arc tend 
vers zéro. En effet, soient MM' = As cet arc et c la corde qu’il 
sous-tend, on a 


As 


As 


As 

Ax 


et, par, suite 


lim 


: è 

\/‘+(s) \/‘+(2) 
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CODRBES PLANES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES POLAIRES. 


EXPRESSIONS DE LA TANGENTE, SOUS-TANGENTE, NORMALE 
ET SOUS-NORMALE. 

112. Soitç (9, r) = O l’équation d’une courbe entre les coor- 
données polaires r et 9. 

Considérons sur cette courbe un point quelconque M , fig. (7) , 
défini par ces coordonnées, et proposons-nous de mener à la 
courbe, par ce point, une tangente MT. Cherchons pour cela 
l’angle p. que fait cette tangente avec le rayon vecteur OM, 
issu du point de contact M. Soient r et 0 les coordonnées du 
point M, et r -f Ar, 9 - 1 - AO celles du point voisin M'. Décrivons 
du point O, comme centre, et, avec OM pour rayon, un arc 
de cercle MK terminé au rayon OM' mené du pOle 0 au point M', 
puis joignons MK. On aura évidemment 

sinMM'K _ MK 
sinM'MK “M'K* 

A la limite le rapport deviendra égal à 

tang p, car alors l’angle MM'K sera égal à l’angle p, celui 
M'MK à 90 — p; en sorte que sin MM'K = sin p et 

_ mk 

sin M'MK = sin 90 — p = cos p ; et quant au rapport 

il deviendra^égi^ puisque MK devenant infiniment 

petit, on pourra remplacer MK par toute RUtre quantité dont 
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le rapport avec cette ligne ait pour limite l’unité, et, par 
conséquent, substituer à la corde l’arc MK dont la valeur 
est rdô. D’après cela, on aura donc 

rrf0 

lang(A = _, 

expression qui est celle de la tangente demandée. 

On peut encore parvenir au même résultat par une trans- 
formation de coordonnée.s. En eflet, soient x, y les coordonnées 
rectangles du point M, et a l'angle que la tangente MT fait 
avec l’axe des x. On a 

tang (1 = lang (o — 6). 

On a d’ailleurs 

du V 

tanga — tango = -, 
dx X 

et, par suite, 

il — H. 

dx X xdy — ydx 

taiigix— / ~ xdx + ydy 

\ ' xjdx 

Pour transformer maintenant cette expression de tang p., 
en r et &, on a 

x= rcose, y = r sinO; 

d’où 

dx = drcosO — rrfOsinô, 
dy = dr siii 6 -|- rdO cosO j 

substituant ces valeurs dans l’expression de tang jx et rédui- 
sant, on trouve 

rrfe 

tangp = 

C’est la formule donnée ci-dessus. 

113. Dans le système de coordonnées que nous considé- 
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rons, la sous-tangente et la sous-normale se rapportent à la 
perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle O. En 
désignant par S, et S„ ces lignes, on trouve facilement 

r’ r’dî 

S, = OT = rt.„e„ = ^^ = _, 
d0 

r dr 
S,= ON = =-p. 

tang|A 

On a ensuite pour les longueurs de la tangente et de la 
normale 



DIFFÉRENTIELLE DE l’aIRE d’uNE COURBE POLAIRE. 


114. L’aire d’une courbe rapportée à des coordonnées po- 
laires est l’espace compris entre deux rayons vecteurs OA, OM, 
fig. (8), issus du point 0, et dont l’un OA est supposé fixe, et 
l’autre O.M variable. Soit « cette aire; w sera une fonction 
de 0, u = <p (9), dont on pourra se proposer de trouver la 
dilTérentielle. A cet effet, admettons que 0 augmente de AS, 
représenté par l’angle MOM', l’aire u croîtra de Au représenté 
par le triangle curviligne OMM', et, comme l’on peut toujours 
prendre l’arc MM' assez petit pour que de M en M' les rayons 
vecteurs OM et OM' soient constamment croissants ou con- 
stamment décroissants, oti aura, en les supposant croissants 
et considérant les secteurs OMK, Oil'L 


ou 


Au < - r*A8, Au > - (r 4- Ar)*A6, 
a a 


— < - r* et — > - (r -1- Ar)’. 

Ati a AO a' ‘ 
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Passant à la limite, Ar s’annulera ; donc 

du 1 . 
ou 


du = ~ r'dO. 
a 

115. Si l’on veut exprimer la différentielle de l’aire u en 
employant les coordonnées rectangulaires, ce qu’il est sou- 
vent nécessaire de faire, il faudra poser 


tango = ^, e = arc tang - : 

X X 


alors on aura 


d0 = 


xdi/ — ydx 


x* + ÿ* ’ 

et, comme ar* -f- y’ = r*, il en résultera 
r’dO = xdy — ydx ; 

en sorte que la différentielle de l’aire cherchée que nous dési- 
gnerons par A sera 


dA = 


xdy — ydx 


DiFFtRENTIEIXE o’UN ARC DE COURBE POUIRE. 


1 16. Soit MM' = S, fig. (8) , un arc de courbe polaire ; et 
cherchons la différentielle de cet arc ou ds. Si l’on observe que 
lorsque le point M' est inflniment voisin de celui M, MM' est 
l’hypoténuse d’un triangle rectangle MK.M' dont les côtés sont 
respectivement dr, rdô, on aura immédiatement 

ds = ^dr' + rd^\ 
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On arrive encore à ce résultat par une transformation de 
coordonnées. En effet on a 

ds= ^ dx' -|- (/y* ; 

on a d’ailleurs 

x = rcos6, y=rsin6, 

équations qui étant différentiées donnent 

dx = drcosO — i'f/9 sin 0, 
dy ■=. dr sin 9 rrf9 cosO. 

Substituant ces valeurs dans l’expression de ds, on a donc 

ds = \/((/rcos6 — rdi sinO’) -|- [dr§in6 -|- rd9 cos9)', 
et après toutes réductions 

ds = y/rfr’ 


APPLICATIONS DES FORMULES PRÉCÉDENTES. 


117. Considérons les courbes que l’on nomme spirales, et 
dont la génération nécessite l’emploi des coordonnées po- 
laires. 

Soit d’abord la spirale d'Archimède dont l’équation est 
r = a9, 


a désignant une constante. 

On en tire 

dr= arfO; 

et, par conséquent, 

r(/9 rc/9 

dr ac/0 


tang |i : 


c 


— rfO” “■ 


Ainsi, dans cette courbe la soua-nonnale est constante. 
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Soit encore la spirale hyperbolique, ainsi nommée à cause 
de l’analogie de son équation 


rô = a ou r = 


avec celle de l’iiyperbole xy = m’. On a 
dr 


ainsi 


a 

^6 “■"S*’ 

rje >e* 

tang|A = — = = —fl 

dr a 

*•=■* — — “• 


On voit ici que c’est la sous-tangente qui est constante. 

La spirale hyperbolique offre l’exemple d’une courbe qui, 
tournant autour d’un point, s’en rapproche indéfiniment sans 
jamais l’atteindre. On appelle ce point, point asymptote. 

Considérons enfin la spirale logarithmique dont l’équation 
est 

r = ae«‘*. 

On en tire 
par suite on a 


,/r 


= vuie'of-, 


taiig|A = -— = -, 
(h- m 


S, 


>v/0 

"ih 

r'd^ 

dr 


r 

m 


s, = — = m«e«<fl = ffir, 

N= y/ »’ + ^.= r V/i -t- m*. 
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La valeur de .ang [a fait voir que la tangente menée en un 
point quelconque de .a courbe forme toujours un angle con- 
stant avec le rayon vecteur correspondant; elles valeurs de 
S, et de S, montrent que les extrémités de la tangente et de 
la normale décrivent des spirales semblables à la première. 


Digitized by Coogle 



CHAPITRE IV. 


CONTACT DES COURBES PLANES. 


DIVERS ORDRES DE CONTACT. 


118. Soient y = F(a-) et y = f{x), les équations de deux 
courbes rapportées à des coordonnées rectangulaires. Pour 
que ces courbes aient un point commun relatif à l’abscisse x, 
il faut qu’à ce point les ordonnées soient égales, c’est-à-dire 
que l’on ait F {x) = f (x). Comparons le cours de ces courbes 
à partir de ce point, et pour cela mettons a; -f fc à la place de x 
dans F (x) et f (x)} les ordonnées correspondantes seront 


F(x+A)=F(x)+AF'(x)-f ^ F"(x)-}-.. . 


+ 


h"-' 


i.a.3...(n — I 






F’'(x-[-0à), 


A’ 


/\x-l-A)=/^(x)-f-AAa:) + — rW-h... 


i.a.3...(n — I 






/"(x)-i-eA), 


et l’on aura pour la différence F(x -j- A) — f(x-\-h) de ces 
lignes, en ayant égard à l’équation F {x) = f (x) , 

F[x-\.h)-f{x-\-h}=h[F’[x)-r(x)]+ ^ [P'(x)-m+... 

Cette différence représente celle des ordonnées d’un point 
voisin du point commun répondantà l’abscisse x -f- A, et me- 
sure ainsi l’écartement des deux courbes. Elle est d’autant plus 
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petite qu’ily aun plus grand nombre de termes qui disparaissent 
au commencement de l’expression de F(z + h) — f{x + h). 
Ainsi, nos courbes se rapprocheront davantage, si, outre l'é- 
quation ¥{x) = f(x), on a F{x)= f*{x)y c’est-à-dire si la 
dérivée du premier ordre de la fonction F devient égale à 
celle du même ordre de f; encore plus si F'(a;)= f'[x) ; 
et ainsi de suite. Il est clair que nos deux courbes se confon- 
dront, si toutes les dérivées de F deviennent égales à celles 
de f, car alors la différence F(x h) — f{x+ h) sera nulle. 

119. On distingue l’ordre du contact au nombre des déri- 
vées dont les valeurs coïncident. 

Ainsi, on nomme contact simple ou du premier ordre celui 
qui résulte des deux égalités satisfaites 

F(x) = /Ix), F'[x) = r{x]; 

contact du second ordre, celui qui résulte des trois égalités 

F(x)=/-(x), F(x)=r(x), F”{x)=mi 

et, en général, contact de l’ordre n, celui qui résulte des ii -|- 1 
^alités satisfaites ^ 

F(x)=/Ix), F'{x)=/-'(x), F"{x)=nx)...F»(x)=/«(x). 

120. Nous allons actuellement démontrer que toute autre 
courbe qui, passant par le même point (x, y) des deux pre- 
mières, ne satisferait pas aux conditions indiquées pour un 
contact d’ordre déterminé, ne peut passer entre la courbe 
y = F (x) et celle y = f{x). 

Supposons d’abord que les deux courbes proposées aient un 
contact du premier ordre, ce qui exige que l’on ait, outre la 
condition relative au point commun, 

r(x)=rw; 

et soit y =t|> (x) , l’équation de la troisième courbe pour laquelle 
la même condition ne serait pas remplie. On aura pour la diffé- 
rence des deux premières courbes pour la même abscisse x-f- A, 
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F x+/0-/(x f /,^ — [F^x) - /"(x;l -f Jl-[F'"(x)-rW]+... 

1.2 12.0 

et pour la dilTérence des ordonnées de la première courbe et 
de la troisième 

Ffx+A)— '|/(x-ffc)=A[F(x)— iHx)]-f [F'{x)— <}<'(x)]+... 

Or, en prenant h suffisamment petit, on pourra toujours 
rendre le premier terme du second membre de cette expres- 
sion plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent, 
et, par conséquent, faire en sorte que la différence F (x -t- A) 
— (x -|- A) soit plus grande que celle F (x-f A) — /‘(x-f-A). 
D’où il suit que la courbe y= A (x), pour laquelle on n'a pas 
ij<'(x) = F' (x), ne pourra passer entre celles y = F (x) et 
y = /'(x) pour lesquelles l’égalité f(x) = F(x) est satis- 
faite. 

Supposons, en second lieu, que l’on ait 

F{x) = /’(x), F'(x)=/"(x), F"[x) = f’[x), 

conditions qui déterminent pour les courbes y = F (x) et 
y= f(x) un contact du second ordre. On aura, pour la diffé- 
rence des ordonnées de ces courbes répondant à l’abscisse 
X -f A, 

F(x+k)-f[x+h)= ^ [F’’(x)-r(x)]+ [F"(x) -rw] -f 

1 . 3.0 1 . 2 . 0. 4 

et pour celle des ordonnées d’une troisième courbe qui, pas- 
sant par le point de la première, ne satisferait pas à la con- 
dition dont il s’agit 

F(x-f A)-^-(x-f A) = .^ [V{x)-<^'(x)]+~{F'{x)-V{x)]+... 

Or, en prenant A suffisamment petit, on pourra toujours 
rendre l'expression de F (x A) — + ^0 grande que 

celle de F (x 4- A) — h). Donc la courbe dont il s’agit, 

et pour laquelle l'égalité (x) = F ' (x) n’a pas lieu, ne peut 
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passer entre les courbes y = F (.r) et y = /■ (x) pour lesquelles 
l’égalité f (ar) = F" (x) e.xiste. 

On peut pousser cet examen aussi loin que l’on voudra, et 
l’on verra en général que, si deux courbes y = F (x) et 
y = /■ (x), ont un contact de l’ordre n, ce qui exige que les 
n + 1 conditions F.x) = /‘(x), F' (x)=f (x) {x)=p'{x) 

soient satisfaites, aucune autre courbe dont l’équation serait 
y = >} (x), ne pourra passer entre la première et la seconde, 
à moins que l’on ait aussi pour cette courbe I' (x) =F (x), 
f (x) = F'(x)..,,.i"(x)=F"ix). 

Nous remarquerons d’ailleurs que lorsque deux courbes 
y = F(x) et y — f (x) ont un contact de l’ordre n, ces deux 
courbes se coupent si n est pair, car alors la diiïérence 
F (x-f- ft) — f ayant pour facteur change de signes 

avec h. Elles ne se coupent pas, au contraire, si n est impair, 
car, dans ce cas, la différence F(x+/i) — f(x + h) est 
affectée d’un facteur pair h" et ne change pas de signe avec h. 
En général, deux courbes se coupent ou ne se coupent pas, 
suivant que ces courbes ont entre elles un contact d’ordre 
pair ou d’ordre impair. 


CUOUBES OSCL'LATBIGES. 


121. Soit f{x,y\ a, b, c...) = o l’équation d’une courbe 
renfermant un certain nombre de constantes arbitraires 
a, 6, c ...,etc. On peut se proposer de déterminer ces con- 
stantes de manière à établir, entre cette courbe et une autre 
donnée y=F(x), un contact d’un ordre aussi élevé que 
possible. Ce contact est de l’ordre n, si la fonction proposée f 
contient n -j- i constantes arbitraires. L’ordre du contact est, 
par conséquent, inférieur d’une unité au nondtre de constantes 
que la fonction renferme. La courbe ainsi déterminée, par la 
condition d’avoir avec celle y = F (x) un contact de l’ordre 
le plus élevé possible, est dite courbe oscvlatrice. Elle est de 

TOUS I. Il 
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toutes les courbes que l’on peut mener par le point" de con- 
tact, celle qui s’approche le plus de la proposée F. 


DBOITE OSCULATRICE. 


122. Supposons que l’équation proposée soit celle d’une 
ligne droite représentée, comme on sait, par l’équation 

y' = ax-fé, 

et proposons-nous d’établir entre cette ligne et la courbe, 
dont l’équation y = F (x) est donnée, un contact de l’ordre le 
plus élevé possible. 

L’équation de la droite proposée ne renfermant que deux 
constantes arbitraires a et b, il suit de ce qui précède qu’on 
ne pourra établir entre cette ligne et la courbe donnée 
y F (x), qu’un contact du premier ordre; et on devra pour 
cela satisfaire aux conditions 


y =y 


d.y' _ dy 
’ dx' dx ' 


Or, on a, pour la condition y' = tj relative au point com- 
mun, 

y = ax' b, 

et pour celle ^ ^ 

dx dx 


a = 


Ù.. 

dx' 


par conséquent”!’ équation (i) devient 


en sorte que 


, dy dy 
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Cette droite est celle osculalrice à la courbe y = F (x). Elle 
est, comme on le voit, tangente à cette courbe au point dont 
X et y sont des coordonnées. 


CtRCI.E OSCIT.ATEÜR. 


123. Considérons encore le cercle dont l’équation générale 
est 

(O (-C — «)’+(.'/' — P)* = P‘. 

a et P étant les coordonnées du centre, p le rayon ; et soit 

y=F(.r) 

l’équation de la courbe avec laquelle on se propose d'établir 
un contact d'un ordre aussi élevé que possible. 

L’équation du cercle ne renfermant que trois constantes 
arbitraires a, p, il ne pourra y avoir, entre cette courbe et 
celle donnée y = F (x), ([u’un contact du second ordre ; et on 
devra pour cela satisfaire aux trois conditions : 

u' = « ^ — 

’ dx' dx' dx'* dx*‘ 


Or, en dilTérentiant deu.x fois de suite l’équation (i), on en 
tire 


(a) 


(x-a) + (y' — 


(3. . + 

et, si maintenant pour satisfaire aux équations ci-dessus, on 
remplace, dans celles (i) (a) (3), y', respectivement 

par y, on aura pour déterminer les constantes a, p, p. 
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(X — a)*-f (ÿ— P)* = p‘, 

(X — a)+(ÿ— =0, 


« + 





O. 


On tire de là 



dx' f/*M 

d? 


d'où substituant dans l’équation (i) 


et 


P’ = 






t 

hl 

nny 

\dx\ 

\dx) 

)■ 

]■[ 

'+(^) 

/rf*y 

’]_l 

)• 

■+(â)T 

( 

\dx'j 

( 

^dx*/ 






Le cercle ainsi déterminé par la condition d'avoir avec la 
courbe y = F (x), un contact du second ordre, est, de tous 
ccu.x dont le centre se trouve situé sur la normale, celui qui 
s’en approche davantage. 11 jouit de cette propriété remar- 
quable de couper la courbe au point (x, y), où il la touche, 
et se distingue ainsi des cercles simplement tangents, c’est-à- 


Digitized by Google 


CONTACT DES CüinBES PLANES. 


181 


dire de ceux pour lesquels les concluions x/ = y, 

seulement sont satisfaites. On nomme particulièrement ce 
cercle, cerch. osculateur, et on donne à son rayon p le nom de 
rayon de courbure. 
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DÉFINITION DE LA COUIUiURE, 

124. La courbure d’un arc de courbe plane quelconque est 
l’angle formé par les deux tangentes menées aux extrémités 
de cet arc ; cette courbure 'exprime la quantité dont la courbe 
a dévié delà ligne droite, dans toute l’étendue de l’arc con- 
sidéré. Dans le cercle, cet angle est égal h celui compris entre 
les deux rayons menés des exti'émités de l’arc au centre, et 
est, par conséquent, le même pour tous les arcs égaux pris 
sur sa circonférence. C’est dans ce sens qu’on entend que la 
courbure du cercle est uniforme. 

On appelle courôure nioycmicd’un arc ]ilM'=A.'i, flg. (0), 
pris à partir d’un point fixe M, le rapport de l'angle TIT' ou 
Awdes tangentes extrêmes, à la longueur de cet arc; et cotir- 
bure de la courbe au point M, la limite vers laquelle tend ce 
rapport, lorsque l’arc As diminue indéfiniment. Celte limite 
exprime évidemment la courbure moyenne d’un arc infiniment 
petit de longueur ds et est égale, par conséquent, à l’angle 
infiniment petit dto des tangentes extrêmes, que l’on nomme 
angle de contingence, divisé par la longueur de cet arc ou 
par ds. 

On peut donner une expression très-simple de la courbure 
d’une courbe en un quelconque de ses points. En effet, conce- 
vons un cercle ayant même courbure que la courbe au point 
considéré, c’est-à-dire tel qu’une portion infiniment petite de 
sa circonférence se confonde avec l’élément d& de la courbe. 
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et soit P son rayon. L’angle sera égal à l’angle compris 
entre les deux normales infiniment voisines menées aux 
e.\trémités de l’arc r/.<; et, par suite, on aura 


d$ — pf/to. 



Ainsi, la courbure d’une courbe est égale à - , c’est-à-dire à 

P 

l’unité divisée par le rayon du cercle que l’on nomme cercle 
de courbure; ou bien encore à l’angle de contingence divisé 
par la différentielle de l’arc. 

On déduit de là pour l’expression du rayon p de cour- 
bure 

ds 

^~dZ' 


11 est aisé de démontrer que le cercle de courbure ne diffère 
pas de celui que nous avons nommé cercle osculateur. ïïn 
effet, on a 

* + (r!)’ 

et 



par suite 


ds V ‘ * 

m’ 




) 


dx 


ainsi 


9 



d-c* 
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Le cercle de courbure a donc même rayon que le cercle 
osculateur, et, par conséquent, se confond avec lui. 


SENS DE LA COURRDRE. 


125. Soity = F(x) l’équation d’une courbe rapportée à 
des coordonnées rectangulaires. Supposons qu’en un point 
M (j, y) de cette courbe on ait mené une tangente, et compa- 
rons les ordonnées de la courbe et de la tangente au point M 
voisin de celui M', pour la même abscisse x h. 

Ces ordonnées seront e.xprimées respectivement par 

r(x) + hF(x), 

?{x-^ h)=F[x) + hF{x)+- F"(X-1-8A), 

i.a 

et Ton aura pour la différence de ces lignes 

F(x-f A) - [F (X) + hF (X)] = — F' (X + Oh). 

1 .a 

Or, lorque A tend vers zéro, F' (x -f OA) tend vers F" (x) , et 
F (x-j-A) — [F (x)-fAF (x)] dépend du signe de ^ F' (x). Si 
donc F'(x) est positif. A’ étant toujours positif puisquece facteur 
est pair, ^ F' ^x), et par suite F (x -f A) — [F (x) -j- A F (x)j 
seront positifs ; par conséquent 

F(x-hA)>[F(x)-f AF(x)]. 

La courbe se trouvera donc placée toute entière au-dessus 
de la taimenic et présentera par conséquent sa convexité vers 

l’axe des X.' Si. an contraire, F'' V, est négatif, — F'(x) et 

I a 
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par suite F (* + ^) — [f (J^) + (x^] seront négatifs, et, 

comme dans ce cas, on doit avoir 

F (x 4- A) < [F (x) + A F' (x)l, 

il en résulte que la courbe sera placée toute entière au-des- 
sous de la tangente et présentera, par conséquent, sa conca- 
vité vers l’axe des abscisses. C’est donc au signe de F' (x) que 
l’on reconnaîtra si une courbe tourne sa convexité ou sa con- 
cavité vers cet axe. 

Si pour l’abscisse du point que l’on considère, on a 
F'(x) = o, 

la diflérence entre les ordonnées de la courbe et de la tan- 
gente deviendra 

F(x-f A)-[F(x)-|-AF(x)] = -^j F-(x-l-OA); 

et si F" (x) est positif, suivant que A sera positif ou négatif, 

A* 

F"' (x) et par suite F (x -f A) — [F (x) -f- A F (x)] seront 

positifs ou négatifs ; on aura 

F(x-f A)> [F(x)-f AF'(x)], 

F(x 4- A)< [F(x) -f AP(x)]; 

en sorte que, à droite du point M, la courbe sera placée tout 
entière au-dessus de la tangente, et présentera par conséquent 
sa convexité vers l’axe des x, tandis qu’à gauche du même 
point, elle le sera au-dessous et tournera ainsi sa concavité 
vers le même axe. 11 y aura donc en M, fig. (lo), un change- 
ment de courbure ou une inflexion, et le point M, où ce chan- 
gement aura lieu, sera nommé point d'inflexion. Nous don- 
nerons plus loin des exemples de ces points singuliers. 

Si F" (x) est négatif ce sera évidemment le contraire. Ainsi, . 
on aura 

F(x -f A)< [F(x) -h AF'(x)], 

F(x -h A) > |F(x) -1- AF'(x)). 
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Donc, à droite du point AI, la courbe se trouvera placée au- 
dessous de la tangente, et à gauche du même point, elle le 
sera au dessus ; il y aura donc concavité d’un côté de ce point 
et convexité de l’autre. 

.Mais s'il arrive que la valeur de x qui rend nul F" [x), 
fasse évanouir en luêmô temps F"' (x) , alors la différence 
F (x+^) — [F(-*) + ^ (^)J des ordonnées de la tangente et 
de la courbe, pour des points voisins du point de contact M, 
d’un côté et de l'autre de ce point, sera de môme signe. Donc, 
suivant que l’on aura F” (x) > o ou F‘' (x) < o, la courbe se 
trouvera placée tout entière au-dessus ou au-dessous de la 
tangente, et présentera ainsi sa convexité ou sa concavité vers 
l’axe des abscisses. 

En donnant au raisonnement toute la généralité qu’il com- 
porte, on verra que, si la dérivée que la valeur de x rend nulle 
dans l’expression de F (x -j- A) — [F (x) -|- A F (x)] est d’ordre 
pair, le terme suivant sera d’ordre impair, et la courbe subira, 
une inflexion ou un changement de courbure an point M (x,y). 
Si, au contraire, cette dérivée est d’ordre impair, alors le terme 
suivant sera pair et la courbe se trouvera placée tout entière 
au-dessus et au-dessous de la tangente menée par le point 
Al (x,y); en sorte que suivant que cette dérivée sera positive 
ou négative, il y aura convexité ou concavité. Tout ceci s’ac- 
corde d’ailleurs avec ce qui a été dit sur la théorie des maxinia 
et des minima, dans les fonctions d’une seule variable indé- 
pendante. 


DIVERSES EXPRESSIONS DD RAYON DF. COURRURE. 


12G. L’équation de la courbe étant y = F (x), on a trouvé 
pour l’expression du rayon p de courbure 


(0 



V 
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Si maintenant, on suppt sc ([ue ceUc équation soit donnée 
sous la forme F (x,y) = o, alors on aura 


d'y 

dx' 


dy dx 

<ix (/F’ 


W\’^_ ^dF f/’F 
dy) dx* dx dy dxdy~^ 



/rfF\ » ^ 
\dd} [dy” 


et l’expression précédente deviendra 


(a) 


P = 



/rfF\^/’F r/F(^’ d’F ///F\’d'F‘ 

\dyj dx- dx dy üxdy ‘ \dx) dy- 


l'27. I, 'expression de ppcut encore être obtenue dans l’iiy- 
pothése de x et y fonctions d’une troisième variable indépen- 
dante t. Il sulTit, pour cela, de remplacer, dans la première 

de ces expressions, et — ( jinr leurs valeurs données 

n“(6d) pour le changement de la variable indépendante et qui 

du d.rd'y — dyd'x , 

sont respectivement •' — ; on trouve de cette 


manière 


et ensuite 



dxd'y — dyd'x' 


dx^ 

{dx' -j- dy')' 

0 zzz — - — ■ . * 

dxdy' — dyd'x 
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Si l’on désigne par ds l’élément de la courbe \ dx' -|- dy', 
cette e.xpression de p peut s’écrire 


(4) 


ds* 


dxd’y — dyd'x 




et, en remarquant que 

(dxd’y — dyd*x)’ = ds’ | (d’x)’ -|- (d’y)*] — (dxd’x -|- dyd*y)’ 
= ds’ l(d’x)’ + (d’y)’-(d’s)’J, 


on a 

(5) 




V(d’x)’+(d’y)’-(d’s)’ 


Dans le cas particulier où l’arc s est pris pour la variable 
indépendante, la dilTérentielle <ü est constante ; par suite d'< 
est nui et l’on a simplement 


_ ds* 

^ “ v/(d*x)* + (d'*ÿ)*’ 
ou 


( 6 ) 



[(^0 + (S)T 

128. La formule 



I 

* 


interprétée géométriquement conduit à un résultat très-re- 
marquable que nous allons faire connaître. 

Si, à partir du point M (x,y) fig (i i), donné sur la courbe, 
on porte sur cette courbe et sur la miigente deux longueurs 
égales et inliniment petites M.M', M.M, désignées par o-, on aura 
pour les coordonnées du point M, 


X S 


dx 

d7' 


I 
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et pour celles du point M', en négligeant les infiniment petits 
d’ordre supérieur au second 


dx a' d*x 

rfy a’ rf*y 






On aura ainsi 


Mais 


donc 


/rf«x\* ÆvV— 1. 

U‘/ Uv p’’ 


4M M, 


V > 


et, par conséquent, 
(7) 


P = 


a M M, 


129. Considérons maintenant le cas où la courbe est rap- 
portée à des coordonnées polaires. On a, dans ce cas. 


ac = rcosô, y = rsin9; 
dx ■= drcosO — rrf9 sin 6, 
rfy = rfr sin 6 -|- rrfO cos 9 ; 
rfx* ■= rf’rcos9 — adrrf9sin9 — rrf9*cos9, 
d*y = d’r sin 9 -|- adrrf9 cos 9 — rd9> sin 9 ; 


substituant ces valeurs dans la formule 

— d.<» 

^ dxd'y — ilyl'x’ 

on obtient 

_ (rfr» + >->rf9«)^ 

^ arfr’dü — rd*rd9-j- »*rf9*’ 
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OU 

( 8 ) 


On arrive au même résultat pai* une transiormation ana- 
logue exécutée sur la formule (i) ; cette transformation a été 
donnée au n° ( 67 ) . 


DÉTERMINATION ANALYTIOCE DE QIELOUES BAYONS DE COERRORE. 

130. Soit, en premier lieu, la parabole dont l’équation est 

1 / = a/)x. 

En dilTércntiant deux fois de suite cette équation, on en tire 

rfy P • f/’y P* 

iLc y' dx* y*’ 

substituant ces valeurs dans l’expression de s du n* (ia3), on 
a donc 

Iv^+V)* 

P' 

131. L’équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses 
,'ixe.'^ est 

a' y' -j- b' J.' z= a^b^; 

on en tire 

dy b'x d'y 6 

dx a' y’ dx' a’y*’ 
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par conséquent 


_V ^gy/ _(6>x» + oV)* 


il 

d'y* 


a^b- 


En désignant par i\ la longueur de la normale, on a 


donc 


„ (ay + 6‘x’)’ 

a* ' 

N’a’ N* 
b" ~p*' 


P étant le demi-paramètre. 

Cette formule convient également à l’hyperbole et à la 
parabole. 

132. Dans la cycloïde, on a 



d’y a 

dx’ y’" 


et, par suite, N désignant la normale 

P = a y/aoy = aN. 

Donc, dans la cycloïde, le rayon de courbure est toujours 
double de la normale. 

f 

133. La spirale logarithmique a pour équation 


et donne 


r = ae">*, 


de 


= mae’^=: mr, 


d'r 

dë* 


tri'dr 

dr 


= m’r; 
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substituant ces valeurs dans l’expression 


on obtient 


ou 


I 



l 

(r* + m’r*)’ 
r* am*/"* — 


P = r \/ 1 -|- m’ = N. 


Donc, dans la spirale logarithmique, le rayon de courbure 
est égal à la normale; d’où il suit que le centre de courbure 
se trouve situé à l’intersection de la normale et de la sous- 
normale. 
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DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES. 


134. Soit y =.Y {x) 1’ (équation d’une courbe donnée. On a 
pour déterminer les coordonnés « et p, du centre de courbure, 
au point M(ar, y), de cette courbe, les deux équations 

(l) (x_a)-f-(y_p)^=0, 

Cela posé, si l’oii fait varier x, pour passer d’un point à un 
autre de la courbe y = F (x), la position du centre de cour- 
bure variera en conséquence, et l'ensemble de toutes les po- 
sitions de ce centre formera une nouvelle courbe à laquelle 
on a donné le nom de développée. La courbe y = F (x), con- 
sidérée relativement à la développée, est appelée la déve- 
loppante. 

La développée étant formée par le système des centres de 
courbure, il en résulte que les coordonnées a et^ seront aussi 
celles de la développée. Si donc, on élimine x et y entre l’équa- 
tion y = F(x) de la courbe et celles (i) et ( 2 ), qui déter- 
minent a et p, on obtiendra une équation entre les coor- 
données a et P quelque soit le point M. et cette équation sera 
celle de la développée. 

TOME I. l3 
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135. Cette courbe que nous avons nommée développée 
jouit de propriétés fort remarquables que nous allons faire 
connaître. 

Si l'on différentie l’équation (i) en y regardant a, pet y 
comme des fonctions de la variable indépendante x, on 
aura 





dx dx * dx 


— O. 


Ayant égard à l’équation ( 2 ), cette équation devient 


On tire de là 


dy dfl da 

dx dx dx 

^ _ _i_ 

doL dy ’ 
dx 


d’où l’on voit que la twrmule à la courbe est tangente à sa dé- 
veloppée au centre de courbure. 

Différentions maintenant l’équation 


(3) + = 


en faisant varier toutes les lettres, et retrapcbons du résultat 
l’équation ( 1 ), nous aurons 


, .dix , „ dp pdp 


Mettant pour {x — a) sa valeur tirée de l’équation ( 1 ), et rem- 
plaçant par — 1^’ viendra 


d’ailleurs 


P=(.'/ 
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(y -P) 


pf/p 

Vr/x' 4-rfp*’ 


substituant cette valeur de {j/ — P) dans l’équation ci-dessus 
et réduisant, on aura donc 


dp= tjda} 

résultat qui nous apprend que la différentielle du rayon de 
courbure est égale à la différentielle de l’arc de la déve- 
loppée ; d’où l’on conclut que l'arc de la développée est égal à 
ta différence des rayons de courbure tangents à ses extrémités. 

Il suit de là que si on enveloppe sur la courbe NN,N,, 
fig. ( 12 ), un fil inextensible, dont une des extrémités serait 
tendue tangentiellenicnt au point M, et (ju’oq déroule ensuite 
ce fil en le tenant constamment tendu, l’ottréifiité M décrira 
la courbe MM,M,. C’est cette propriété qui a fait donner à la 
courbe MM,M, le nom de développante et à celle NN,N, celui 
de développée. 


DÉTERMINATION DE LA DÉVELOPPÉE DE QUELQUES COURBES. 


130. Soit d’abord l'équation de I 9 parabole 


y’ = apx. 

On en déduit 

dy P d-y 

dx y’ dx' y’’ 


par suite on a, en substituant ces valeurs de 


tlx 


et 


^ dans 


les équations 
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(x - a) -f {y — j3) ^ = O, 




d'y 


(x — a) + (y — P) ^ = O. 


Ces expressions donnent 


d’où 


a = y + 3x, P = — ^ ; 


X = 


a— y 


,v =-(/>’?)’; 


portant ces valeurs dans l’équation y’ = «yx de la pai abole, 
on obtient enfin pour l’équation de sa développée, 


3 * = 



y)». 


Si l’on transportait l’origine des coordonnées au point 0, 
fig (i5), où cette développée coupe l’axe des x, alors on 
aurait, 

27. y 


c’est la seconde parabole cubique. Cette parabole se compose, 
comme la proposée, de deux branches OG, 011 : la première 
OG engendre par son développement la branche AM de la dé- 
veloppante, et la .seconde 011 celle AM'. 


137. L’équation de l’éllipse rapportée à son centre et à ses 
axes est 

fl’y’ -(- 6*x* = a' b'; 

on en déduit 

f/y 6’x d'y 

dx a’x ’ dx’ a' y' ' 
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D’après cela, les cxpre.S'ions du n° ( i ô/, } savoir 


'/V 


douiicnt 


(X— a)4-(y — P) ^ =o, 

m' 

(!/-?) = 




(x — «) = 


a*,/* + //x*)x . 
6*a‘ ’ 


éliminant, au moyen de l’équation de l’ellipse, y de la pre- 
mière de ces équations, et x de la seconde, on trouve, en 
posant a’ — b' = c\ 


ou 



J 'dï 

= 7«-> 



fl’ 


» 



1 



substituant ces valeurs dans l’équation de l’ellipse, on a donc 
pour l’équation de sa développée 

* 1 1 * * 
é» P’ -f- a’ a> = c*. 

Celle courbe GLIIK, lig (i4)> se forme de quatre parties 
égales, placées symétriquement par rapport aux axes, ce 
qu’il était facile de prévoir. 

L’équation de l’hyperbole se déduit de celle de l’ellip.se en 
chnngcant 6’ en — b’. On a donc pour l’équation de la déve- 
loppée de riiyperbolc 

* * * *. ‘ 

Jî p»_*»a> = _C>. 

Cette développée, fig (i5\ est foiniéc, comme celle de 
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l’ellipse de quatre parties disposées symétriquement par rap- 
port aux deux axes. 

138. Dans la cycloïde, on a 


dy lia d'y a 

dx \ y *’ dx' I/’’ 

substituant ces valeurs dans les équations 


elles deviennent 




2rt , ^ a 


(^— “i+iy— P) y/~~ ‘ =° 

On tire de la première 

y=-P 

et de la seconde, éu égard à celle-ci, 


x — a. -j- ap 


OU 


/ aa 

V“ï-’ 


= ofe — a V — 2afi — 


x = 


substituant ces valeurs de z et y dans l’équation de la cy- 
cloïde qui est 

X = a arc cos - — - — \J imi — 
a 

on a donc pour l’équation de sa développée 

a -f- 8 ; 

» = a arc cos — -(- y/ _ 3^3 — p* 
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Cette équation montre que la développée d’une cycloïde est 
une autre cycloïde égale, mais renversée. 

139. Soit encore la courbe dont l'équation est 

t « « 

et qui a i eçu le nom de cardioïde. 

Ou en lire 


'iii 

dx 

x’ 


<£jl 

dx' 


et 


Tix' 


‘ + ^1’ 


par suite les équations 


. <’/ 


(x — ot)+(»/ — P)^ = o, 

1 1 

at = X 4- V* 

d 4 3--^ (X*'4- */)’, 

a-p = (x"-i,V, 

ax» = (a + +(»+?)% 

substituant ces valeurs de x et y dans l’équation de la car- 
dioïde, on a enfin pour l’équation de sa développée 


donnent 


d’où l’on conclut 


et 
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1 40. Considérons enfin la spirale logarithmique dont l’équa- 
tion est 


r = ae"*; 

on a vu que le centre de courbure N de cette courbe fig ( 1 6 ), 
se trouvait situé à la rencontre de la normale MN et de la per- 
pendiculaire ON au rayon vecteur O.M. Si donc r' et 6' dé- 
signent les coordonnées du centre de courbure, c’est-à-dire 
NO et NOx, on aura 


r* = y'p’ — r* = mae"*, 

It 

6' = 0-l--, 

3 


et l’équation polaire de la développée sera 


r'= mae" 



Or, si l’ou fait tourner l’axe polaire Ox d’un angle égal à a, 
et qu’on désigne ensuite par Ô" l’angle formé par le rayon vec- 
teur ON ou r' avec le nouvel axe OB, on aura 


et, par suite. 


e' = e* + «, 


L’angle a étant arbitraire, on peut le déterminer de manière 
que 

me" (“■*■?) = i; 

donc 

r = ae"*". 


Cette équation est identique à la proposée ; elle montre par 
conséquent, que la développée d’une spirale logarithmique est 
une spirale égale, mais placée dilTércuiment. 
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ENVELOPPÉES ET E.WtLOPPAOTES. 

141. Lorsqu’une équation, entre (ieu.x variables, renferme 
un paramètre ou une anistante arbitraire a, cette équation 
représente une courbe qui cbaiige en général de forme et de 
position, en même temps que ce paiamètre a varie. La ligne 
fixe à laquelle cette courbe reste constamment tangente, dans 
toutes ses positions, se nomme enveloppe; et on appelle en- 
veloppée chacune des courbes variables à laquelle cette enve- 
loppe est tangente. 

On peut considérer l’enveloppe d’une courbe comme le 
lieu des intersections successives de chaque enveloppée avec 
celle infiniment voisine. En elïet, si l’on considère une série 
de courbes mobiles obtenues en faisant varier a, et si l’on sup- 
pose chacune de ces courbes coupée par celle qui la précède 
et celle qui la suit en des points infiniment voisins les uns 
des autres, on formera, en joignant les points de rencontre de 
toutes les courbes enveloppées, un polygone dont les côtés 
seront infiniment petits et qui tendront à se confondre de 
plus en plus avec l’arc de chaque enveloppée, t'i mesure que 
ces courbes se rapprocheront davantage. La limite de ce po- 
lygone passera donc par les points de rencontre de chaciue 
enveloppée avec celle infiniment voisine, et formera par con- 
séquent une courbe tangente à toutes celles proposées, laquelle 
sera, par définition, l’enveloppe demandée. 
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1! pst bien focilo, d’aprè.s cei:i, d’obtenir l’iiquation de la 
courbe que nous avons nmninée enveloppe. P.n effet, soit 

(0 F(x-, y,«) = o 

i’équîition de la courbe variable. Si on donne à a une valeur 
déterminée, cette équation représentera une certaine enve- 
loppée. Pour déterminer le point correspondant de l’enve- 
loppe, nous couperons cette courbe par une autre enveloppée 
infiniment voisine, laquelle .sera représentée par 

(a) F(x,//, a-t-(/fl)=:o, 

et les coordonnées x et y du point d’inter.section se trouve- 
ront alors en résolvant ces deux équations (i) et (2). 

Pour obtenir ensuite le lieu de ces points, il nous faudra 
éliminer a entre les deux équations (i) et (2). Or, on peut 
remplacer l’équation (2) par celle plus avantageuse que l’on 
obtient en retranchani l’une de l’autre ces deu.x équations (1) 
et (2) et divisant la différence par da, ou 


(3) 



La question est donc réduite à l’élimination de a entre 
les équations (1) et (.5). Ainsi, pour avoir l’enveloppe d’une 
courbe dont l’équation F (x, y, a) = o est donnée, il .suflit 
d’éliminer la constante a entre cette équation et sa dérivée 
prise par rapport à celte constante. 

On peut démontrer analytiquement que la courbe dont 
l’équation résulte de cette élimination, est bien celle qui jouit 
de la propriété d’être tangente à toutes les courbes envelop- 
pées, produites par la variation du paramètre a; car cela re- 
vient à faire voir qu’en chaque point de l’enveloppe la tan- 
gente est égale à celle de l’enveloppée qui y passe. 

Or, si de l’équation 

!lü — 
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on en rire la valeur «le n f|iicllo renferme, savoir a = f {x, y ) , 
et qu’on substitue cette valeur dans l’équation (i), on aura 

(4) l'iA y, ({■>:■ ÿ)l = "• 

Celte équation est le résultat de l’élimination de a entre 
les équations (i) et (5), et représente, par conséquent, 
l’équation du lieu cherché ou de l’enveloppe à la courbe 
F (j-, y, a) = 0, 

Maintenant on a pour déterminer le coellicient de la 
tangenU’ qui se rapporte à cette courbe (4) 

'E -lEù. 4.E EC E\ ~ 

dx dij dx ^ df \dx dy dx) *’ 

et pour celui de la tangente à la courlte envcloppéjo repré- 
sentée par l’équation (i) qui touche la courbe (4) au jwint 
pour lequel a reçoit sa valeur particulière 


dF , t/F dy 

dx dy dx 


t/F 


Ces deux équations sont identiques puisque o; donc, 

an point où l’on a n z= f (.r.y), la valeur de ~ est la même 

pour les deux courbes. Donc la courbe envelo|)pe, représentée 
par l’équation (4), a, eu chacun tic ses points, même tan- 
gente que celle représentée par l’équation (i) qui y passe; 
ce tju’il s'agissait de démontrer. 


APPLICATIONS. 

] 42. Cherchons, comme application, l’enveloppe des ellipses 
représentées par l’éijualion 

I y' 
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a désignant un paraïuètro variable , et k une con.slante. En 
différentiant cette équation par rapport à a, on a 

dF X* y* _ 

d’où l’on déduit 


1 > J 

X» + y • 

substituant ces valeurs dans l’équation proposée, on a donc 
pour l’équation de l’enveloppe cherchée 

J î * 


_ kJ 

X-’ + ÿ» 


1A3. Cherchons encore l’enveloppe d’une droite de lon- 
gueur constante qui se meut en s’appuyant sur deux droites 
rectangulaires. 

Si l’on prend pour axe de coordonnées les deu.x droites 
entre lesquelles se meut la proposée, l'équation de la droite 
mobile sera 


a et ù désignant les longueurs interceptées, à partir de l’ori- 
gine, sur chacun des axes coordonnés, quantités qui .sont 
liées entre elles ]>ar la relation 

(u) = 


k étant la longueur de la droite mobile. 

Cela po.sé, en différentiant les éipiaiions (i) et(n) par rap- 
port aux deux paiamèties a et ü, on eu lire 

ada , i/db 


aJa L — Il , 
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et, en désignant par À un niiiltipru-ateur indéterminé, on a 


( 3 ) 




= A; 


ajoutant ces deux équations, après les avoir multipliées par 
a et 6, on trouve 


et, ayant égard à celles ( i ) et ( 2 ) , 

X = it*. 

D’après cela, les équations (ô) donnent 
a’ = A*x, 6’= *y, 

et l’on déduit de là 

Ail 
+ = 

équation qui est celle de l’enveloppe cherchée. 

Cette équation est la même que celle obtenue dans la ques- 
tion précédente : elle appartient à la courbe que l’on nomme 
hypocycloide. 
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l’OlNTS SlNGULIEllS DES COUliBES PLANES. 


POINTS d’inflexion. 


144. Nous avons vu qu’un point d’infle.rion était celui dans 
lequel la courbe de concave devenait cornexe ou de conve.xe 
devenait concave. La condition analytique qui caractérise un 
tel point est donc que F" (x) change de signe, ce qui exige 
que cette dérivée passe par zéro ou par l'infini. On détermine, 
par conséquent, un point d’inflexion, en posant 

F''(x)=(i, on F"(a:) = crj. 

Soit, comme exemple, la courbe représentée par l’équation 
// = * + a(.e— a)’. 

On en tire par la différentiation 


È. 

dx 

Posant 


= b[x — a)L 


r/’)/ 

dx* 


+ i2(x — u), 


d^!/ 

i/x’ 


f/’)/ 

<lx'‘ 


on trouve x = a : ainsi x = a représente la valeur de l’ab- 
scisse répondant au point d’inflexion. Pour nous assurer que 
ce point existe réellement, examinons la l'orme tic la courbe 
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dans les environs de point obtenu ; et, pour cela, mettons 
successivement x -|- A et x — A, à la place de x; nous aurons 


_ A _ A 


et ces valeurs étant de signes contrtaires, indiquent bien que 
la courbe a un point d’inflexion. 


POINTS Ml'I.TIPLES. 


145. On appelle points multiples les points où plusieurs 
branches d’une même courbe viennent se réunir, et où l’on 
peut mener, par conséquent, plusieurs tangentes. Un point 
multiple est double, lorsqu’il résulte de l’intersection de deux 
branches; triple, lorsqu’il résulte de l’intersection de trois 
branches; et ainsi de suite. 

La détermination des points multiples, lorsque l’équation 
de la courbe est algébrique et rationnelle, se ramène à des 
règles très-simples que nous allons faire connaître. 

Soit 

(0 

une telle équation. On en déduit par la dilTérentiation 


(a) 


dF (/F dy 

dx dy dx 


En un point multiple de la courbe, le coeflicient de la tan- 
gente ^ doit avoir plusieurs valeurs; et comme l’équation (a) 

est du premier degré par rapport A ce coeflicient, il faut pour 

(/F r/F 

que cela puisse être que l’on ait à la fois ^ = o, ^ = o. On 
doit donc tavoir en même temps 


(j) 


— 

dx 


I.’ I 


Digitized by Google 



208 
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ciiAi’iTRi; VIII. 


et ce système d’éqnatioiis étant n-solu fera connaître les coor- 
données du point multiple cherché. 

En dilTérentiant ensuite l’équation (a), on aura 

, . d’F i}'? d\i r/’F . df d’.'/ 

rfx* ~<lxd^ dx di/' [dxj dy dx‘ 

OU, ayant égard à la condition (3), 


d’F dy rf»F 

dx* * ilxily dx dy* 


iïï- 


Cette équation est du second degré par rapport à 

et étant résolue fournira pour ce cocflicient deux valeurs qui 
détermineront la position de deux tangentes au point consi- 
déré, lequel sera, par conséquent, un point double. 

Si le point que l’on con.sidère résulte de l’intersection de 
trois branches, ce sera un point triple, et il devra y avoir, en 
ce point, trois tangentes. Or, l’équation (4) étant du second 

degré par rapport à ^ , il faut, pour que cela puisse être, que 

l’on ait à la fois 


d’F_ d’F _ d«F _ 
dx* ’ dxdy dy* 


En dilTérentiant ensuite l'équation (4), on obtiendra trois 
valeurs distinctes pour , valeurs qui détermineront la posi- 


tion des trois tangentes au point considéré; et ainsi de suite. 
On voit, par l.à, comment on pourra reconnaître, çn géné- 
ral, l'existence d’un point résuliant de l’intersection d’un 
nombre quelconque de branches appartenant à une même 
courbe. 

Voici quelques exemples de ces points singuliers. 

Soit la courbe dont l’équation est 


y* — axy* -|- bx* — o . 
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On trouve que cette courbe :i un point triple à l’origine O, 
fig. (17) des coordonnées, et l’on a pour les trois valeurs de 

. 

djc ' 

J. 

(iy (hj /^\* 

dx dx \«/ ’ dx \a/ 

La première de ces valeurs montre (|u’une des branches du 
la courbe a pour tangente l’axe des x\ les deux autres déter- 
minent les tangentes Ot, Ou. 

Soit encore la courbe représentée par l’équation 

X* — aoy* — 3rt’y‘ — aa’x* -|- a* = o. 

Cette courbe est symétrique par rapport è l’axe des y, elle 
a trois points doubles en R, N et P, fig. ( 1 8j , pour le.squels 


y = o, x = a, 
y = n, x — — a, 
y = — a, j = o. 


Les branches de la courbe forment, avec l’axe des x, des 
angles dont les tangentes sont respectivement : 


(!)• ©■ 


■pOlNTS DE REBROUSSEMENT. 

146. Dn point où deux branches de courbe s’arrêtent et où 
elles ont même tangente est dit foitil de rehroussi ment . On 
reconnaît que deux branches de courbe s’arrêtent en un même 
point, lorsque, d’un côté de ce point, les ordonnées .sont 
réelles, et que de l’autre elles sont imaginaires. Il faut ensuite, 
pour que ces deux branches aient une tangente commune, 

que deux valeurs de ^ .«oient égales. 

TOAir, I. lA 
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Le rebroussement est dit de première espèce, lorsque les 
deux branches qui le forment se présentent leurs convexités et 
sont, par conséquent, situées des deux côtés de la tangente 
commune fig. (19). 11 est de seconde espèce, lorsque ces deux 
branches ont leurs convexités tournées dans le môme sens, 
ou sont d’un même côté de la tangente fig. (20). C’est donc 

au signe de ^ que l’on reconnaîtra l’espèce du rebrousse- 

ment. 

Soit la courbe représentée par l’équation 


y = bdz\J{x—af. 


Si l’on fait x — a, on trouve y = b; mais pour x < a,y 
devient imaginaire; donc la courbe s’arrête au point M fig. {21), 
dont les coordonnées sont x = a, y = b. 

Pour reconnaître dans quels sens s’étendent les branches 
de cette courbe au delà du point M [x = a, y = b], substi- 

dx' 

rons 

(Le- 4V'/'’ 


tuons X + h à la place de x dans la valeur de nous au- 


Ges deux valeurs de signes contraires nous indiquent deux 
branches: l’une MC, qui tourne sa convexité vers l’axe desx, 
et l’autre MD, qui tourne sa concavité vers le même axe. 
Donc, la courbe au point M [x = a, y = ô] à un rebroussement 
de la première espèce. 

Soit encore la courbe dont l’équation est 


y =x* ±x’ Vx. 


Si l’on fait x—o, on trouve y = 0 ; mais pour x négatif y 
devient imaginaire : donc la courbe s’arrête à l’origine. 

Pour reconnaître maintenant l’espèce du rebroussement, 
dilTérentions l’équation proposée; nous trouverons 
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<lx 


-ix -±. 


5 

■1 


s 



dx^ 3 3 


x~. 


En donnant à x une très-petite valeur positive, on voit que 

(\^\i 

les deux valeurs de — seront positives et qii’ ainsi, à l’ori- 


gine, il y aura deux branches de courbe qui tourneront leurs 
convexités vers l’axe des x [fuj. aa). Donc, l’origine est un 
point de rebroussement de la seconde espèce. 


POINTS CONJUGUÉS. — POINTS n’ARnÊT. — POINTS SAILLANTS 
OU ANGULEUX. 


147. On appelle points conjugués les points dont les coor- 
données satisfont à l’équation d’une courbe, quoique entière- 
ment séparés ou isolés de cette courbe. On les distingue des 
autres points singuliers en ce ({ne la courbe n’y peut avoir de 
tangente. La condition analytique qui les caractérise est 

donc ([ue ait une valeur imaginaire. 

Soit, {)ar exemple, la courbe 


y = ±: (a: -b 4) ^ x- 


On voit que lorsque x = — 4, et par suite y = o, la valeur 
de ^ tirée de cette équation ou 

QX 


il 

dx 




2V X 


devient imaginaire, et qu’ainsi le point A[x = — 4,y = oJ, 
[fig. 25), que déterminent ces coordonnées, est un {toint 
conjugué. Ce point, comme le montre la ligure, est entière- 
ment séparé ou isolé de la courbe CHll). 
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Soit encore la courbe * 


y = (x — a) v'x — b- 


Lorsqu’on suppose a < ft, on a un point conjugué pour x = a, 
y = O. Mais lorsque a>h, on a un point double /îy. (2h). 


148. On appelle points d'arrêt les points où une branche de 
courbe vient se terminer brusquement. On les obtient en 
cherchant les valeurs de a; à partir desquelles y devient ima- 
ginaire. Ou trouve ainsi que les courbes représentées par les 
équations 





y = log r 


ont chacune, à l’origine, un point d’arrêt. 


149. Les points saiUnnis ou anguleux sont ceux où deux 
branches de courbe viennent s’arrêter et y ont chacune une 
tangente distincte. On détermine ces points en cherchant 


la valeur de x qui donne pour deux 
La courbe 


valeurs dilTérentes. 


y = 7. 

1 + 6 * 


par exemple, offre, à son origine, un point de cette espèce 
fig. (*5). 
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PRS COUnBES A DOUBI.E COUBBUBE. 


ÉQUATIONS m; LA TANOENTE. 

i 


150. Une courbe dont tou.s les points ne sont pas situés 
dans un même plan est dite courbe a double courbure. 

On sait qu’une telle courbe est représentée analytiquement 
par les deux éijuations 


(•) 


F(ar, y, 2 ) = O, 
f(x,;/,z)=zo. 


qui appartiennent aux deux surfaces dont elle est l’inter- 
section. Cette même courbe est encore déterminée par ses 
équations de projection sur deux des plans coordonnés : ce 
sont celles qu’on obtient en éliminant successivement x et y 
entre les proposées ( 1 ). 

Cela posé, soient x', y, s', les coordonnées du point appar- 
tenant à la courbe par lequel on veut mener une tangente, et 
x' Ax', î/ -j- A y', Z* A s' cellts d’un second point voisin 
du premier. Considérons la sécante qui passe par ces points. 
On aura pour les équations de cette ligne 
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Or, à mesure que le second point (.r' 4 \x, \J + Ai/, s' -j- A :) 

SC rapprochera du premier {x, y', :’), la sécante tendra à se 

^ , , A.r' Al/' , ^ rix' dtj' 

confondre avec la tangente; — , , -4, tendront vers -r-,, -f-;-, 

il la limite, on aura donc pour les équations de la tangente 


I y — y'= ^ 


(>) 


, , . dx du 

Pour calculer maintenant - 7 -:, et -p 7 , 

^1 S M V 

les équations ( 1 ), ce rpii donnera 


nous dilférentierons 


I rfF , dy' dV dz' 
1 dx' dÿ dx' dz' dx' 

] !iL 4-iL !!iI. J. !lL — 

[ dx' dy' dx' dz' dx' 


Substituant les valeurs de et tirées de ces équations, 

dz dz 

dans celles ( 2 \ ou éliminant autrement ces valeurs entre les 
quatre équations ( 2 ) et (.î), on obtiendra pour les équations 
de la tangente 


(4) 


1 '^1' M „ , r/K 


( ê ~ + S (:-z') = o. 


dy 

df 


df 


Ces équations, comme nous le verrons bientôt, ne sont 
autre chose que celles des plans tangents menés aux surfaces 
courbes (i), parle point dont x',y', z' ront les coordonnées. 


A.NGI.ES DE I.A TAM'.E.NTF. AVEC LES AXES liES COOIIDON.NÉES. 


151, Soient a. 6, y les angles formés par la tangente avec 
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les axes des x, des \j et des z. Si a', 6', v', désignent respec- 
tivement ceux que forme, avec les mêmes axes, la sécante qui 
passe par les points de la courbe dont x, y, s, et a; Aa:, 
ÿ-f-Ay, s-fAz sont les coordonnées, on aura pour les 
cosinus de ces angles 







Or, quand le second point se rapproche du premier, la 
sécante tend à devenir égale à la tangente, les angles a', b', y* 
à ceux a, 6, y ; donc 
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cos O = ■ 


cos 6 = 


CO.S Y ; 


dx 

dy 

ydx'-\~ilij*-i-dz* 

dz 

v'f/.r’ di/'-\-dz* 


ÉQUATION DO PLAN NORMAL. 


152. On appelle plan normal, tout plan perpendiculaire à 
la tangente au point de contact. Soit, en général, 

A(x — x') + B(ÿ— ÿ') 4- C(j— x') = 0 , 

l’éqnalion d’un plan quelconque passant par le point de la 
courbe dont x', y', s' sont les coordonnées. Pour que ce plan 
soit perpendiculaire à la tangente dont les équations sont : 


I 


X 




il faut que l’on ait 





1! dx' i'j dÿ 

A~d7' \~d7' 


L’équation du plan normal est donc, d’après cela. 


ou bien 


(x — x')dx' 4- {y—y')dy' + (z — z]dz' = o . 
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l)lFrÉREN riF,U,E d’eS ARC DE COURRE A DOl RLE COURRI’RE. 


153. Cherchons, comme .lu n° (i lo), la limite vers laquelle 
tend le périmètre du polygone inscrit à l'arc de courbe, lorsque 
ses côtés tendent tous vers zéro. 

Soient x, y, z les coordonnées d’un sommet quelconque M 
du polygone, etx-f-^^J» y + ^y^ 2 + '^ = celles du sommet 
suivant M'. On aura 


MM' = V Ax* + à>r -f Al* = Ax y/ ‘ • 

At/ As 

Lorsque ^x tendra vers zéro, les rapports — , — auront 
respectivement pour limite par conséquent 

MM- = iry/,+ (g)'+0 + ..,, 

cü s’annulant avec Ax. 

Le périmètre du polygone inscrit que nous désignerons par 
P sera ainsi 


Gela posé, prenons x pour variable indépendante, et con- 
struisons la courbe représentée par l’équation 


Y - \/'+ (^) + (^) • 


En nommant A l’aire comprise entre la courbe, l’axe des x 
et les ordonnées extrêmes, on aura pour cette aire 
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on aura donc 

P-A + 2(«-A.r)-_2(eAx), 

et parce que 

lim 2 (coAx) = O, lim ^ (eAx)= o, 
lim P = A. 

Ainsi, la limite de P et l’aire A ont la même valeur nu- 
mérique. 

Si l’on désigne maintenant par s la longueur de l’arc de 
courbe, limite de P ou A, on aura, d’après ce qui précède, 

ds = 'ïdx, 

et, par conséquent, en remplaçant Y par sa valeur donnée 
ci-dessus, 

■'•=\/'+ (*)’+(£)’■'*- 

ou 

ds— \/dæ^-\-dy*-{-dz'‘ 

En ayant égard à cette expression de ds, les formules du 
n* (i5i) qui expriment les valeurs des cosinus des angles que 
fait la tangente à la courbe, avec les axes des x, des y et 
des Z, deviennent 

dx 

" cos a = —, 

as 

e 

co,6=_, 

dz 

On peut déduire de ce qui précède que le rapport d’un arc 
à sa corde a pour limite l’unité, lorsque l’arc tend vers zéro. 
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Kii eiïet. c (lé.signant la corde qui sous-tend l’arc à.i, 
on a 


Ai As Sx 


C 

^Au’-{- Al/’-f" Aî’ ^ 



(is 


A$ 

(fx 

ds 

C 

V ^ d.i* ^ d u’ 

dy‘‘-\-dz* 


D1FFÉI1ENT1EU.E d’üN ARC DE COURBE A DOUBLE COURBURE 
DANS UN SYSTÈME DE COORDONNÉES POLAIRES. 


15i. Considérons maintenant un point M déterminé de 
position dans l’espace par trois coordonnées polaires. Soient 
r, 0 et I ces coordonnées : r est le rayon vecteur mené de 
l'origine au point M; 0 l’angle que l’ait ce rayon vecteur avec 
l’a.xe des z, et l’angle formé par la projection de ce rayon, 
sur le plan des x tj, avec l’a.xe des .r. Considérons les trois 
équations 

r=c, 6=:c', >S' = c". 

Elles représentent un système triple de surfaces qui se 
coupent deux à deux sous des angles droits : les surfaces du 
premier système sont des sphères ayant pour centre l’origine 
des coordonnées; celles du second système sont des cônes 
droits ayant pour axe celui de.s z et enfin celles du troi.sième 
système sont des plans passant par l’axe des z. Si donc, on 
prend, dans chaque système, deux surfaces infiniment voisines, 
on aura en tout six surfaces qui détermineront un parallélipi- 
pède rectangle infiniment petit dont les trois arêtes .seront 
respectivement dr, rdO, r sin 0 dà: et comme la diagonale de 
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( e parallélipipède est précisément la distance cherchée ds, on 
aura 

df = \jdr'- -|- r’</ü’ -f- sin’ 

Si dans cette formule on suppose dr = o, on aura la dis- 
tance comprise entre deu.\ points infiniment voisins apparte- 
nant à la sphère de rayon r; on aura ainsi 


ds — y rVU’ -j- r' Mil’ MY’ 

On arrive encore au môme résultat par une transformation 
de coordonnées. 

En ellet, on a 

z = rcosO, x = r sin 6 COS')', y = r sin 6 sin >)<, 

d’où 

dz = — r sin 6i0 -f- cos Odr 

dx = r cos e</6 cos ')< — r sin 8 sin ')/(/')' -|- sin 6 cos •idr 
dyz=r cos OdO sin ')'-(-»• sin 6 cos ')«d')' -f- sin 6 sin i).</r; 


substituant ces valeurs dans l’expression 


on a donc 


ds' = dx'-\-'ly* + dz', 
ds* = dr'‘ -|- r’(/6* -)- r’ siii’Ot/}’, 


et, par conséquent, 


ds — ^dr‘ -)- r‘dü‘ -|- r’ siu* 


Pt.A\ OSCl'I.ATEOR. 


155. On appelle ptaii oscitlateur d’une courbe, en un 
point M de cette courbe, la limite du plan qui passe par la 
tangente à la courbe en ce point, et par nn autre point M' in- 
finiment voi.sin de celui M. 
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Soient donc x', y', 3 ' les coordonnée.s du point M, et 
x’-j- Ax', y' + Al/, As' celles du second point M'. Le plan 
osculateur devant pas.ser par le point M sera de la forme 


{>) 


A(x— x') + BCy— y') -hC(:— 2 ') = o, 


et, comme il doit contenir la tangente menée en ce point, 
dont les é'juations sont: 

, rfj' 

x — x — —, z) 


on devra avoir 


(h/' 

-J?’ <=-='>• 


ou 

(a) Adx' = O- 

Pour exprimer maintenant que ce même plan passe par le 
second point M, dont x' +Ax', y -f Ai/, z -\- Az' sont les coor- 
données, il faudra substituer ce.s coordonnées, à la place de 
X, y, Z, dans l’équation (1), ce qui donnera 

(3) A Ax' -j- lîay' CAz' = o. 


Or, en prenant t pour variable indépendante et désignant 
par «,6 ,y des quantités qui s’annulent avec At, on a 



substituant ces valeurs de Ax', Ay', Aif dans l’équation (5) ^ 
divisant par puis passant à la limite, on trouve 
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(4) At/ V + Brfy \ C'i'z' = 0 . 

En tirant des équations ( 2 ) et (4) les valeurs des coclTicients 
A, B, G, et les reportant dans celle (i), on obtient enlin 

— x'] (di/'d-z' — dz'd-y') 

(5) + (y — y') [dz'd^x' — dx'd'z') 

+ (s — j') {dx’d’i/ — dÿd'x) = o. 

C’est l’équation du plan osculateur demandé. 

On déterminerait encore ce plan en le considérant comme 
la limite du plan passant par deux tangentes infiniment voi- 
sines à la courbe ou par trois [loints infiniment voisins de cette 
courbe. 

Pour donner une application de la Ibrmule qui précède, 
cherchons le plan osculateur k l’hélice dont les équations 
sont : 

X = U cos U, y = B sin u, z — «ilt;/. 

R est le rayon du cylindre, m la tangente trigonométrique 
de l’angle constant que fait, avec le plan des xrde la base, 
l’élément de la courbe, et u l’angle compris entre le plan des 
xy et le raj on du cylindre mené à l’iiélicc au point .M {x, y, z) 
que nous considérons. On aura 

dx — — Rsiniida, dy—\\cosudu, dz = 7it^du 
d’x = — Ilcosurfid, d’î^ = Ilsin«rfw’, d‘z = o] 

d’où 

dxd'ij — dyd^x = 

dzd’x — dxd’z— — mR’cosuda’ 

dyd^z — dzd^y = mR* sin vdid, 

et, par conséquent, 

m sin w {x—x') — m cos« [y — y') — :') = u. 
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ÉQUATION DU PLAN TANGENT. 


é- 

156. Soit 

(i) F(x,//,:) = o 

rùquation d’une surface courbe quelconque. Si par un point 
M (x', ij , 3') de cette surface, on en fait passer une seconde 
représentée par l’équation 

(a) ({x,>j,z) — o. 


cette seconde surface coupera la première suivant une certaine 
courbe représentée par les équations (i) et ( 2 ), et la tangente 
menée à cette courbe, par le point M {x', y', z'), sera donnée, 
comme on l’a vu n“(i5o), par le système des deux équations: 


//F dF (/F 

( 3 ) (y-!/) + ô;. =') = « 


dx’'~ ' dy' 

( 4 ) K (z-z') = o. 


Or, la première de ces équations, considérée isolément, re- 
présente un plan qui est indépendant de la surface ( 1 ), et 
par suite aussi de la nature de la courbe d’intersection. Donc, 
toutes les tangentes menées par le point M (x, y', s') aux dif- 
férentes courbes que l’on peut faire passer en ce point, sur 
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la surface , seront contenues dans le plan représenté par 
l’équation (à), lequel sera, par conséquent, le plan tangent i 
demandé, au point de la surface dont a/, y', z' sont les coor- 
données. 

Cherchons, par exemple, le plan tangent à l’ellipsoïde . 
dont l’équation est 




- & 




— 4- ^ 4--==i, 
a* ^ 6 * ^ c* 

On trouve en diflérentiant 


. :v* i r- 




■ f : 


rfF 'iX dŸ 2ÿ' 

dx a’ ’ dy 6* ’ 


rfz' 


i J-' 'iV-? - vr ' i ’ 

î-.i. ! 

^ÏT». V-. ■ 

• < -l.- •a fef ■ 








tfr-' 

■dï‘' ^ 3j. 

'fe# 


. ^ - 


l’équation du plan langent à l'ellipsoïde, au point dont x', y', s ^ 

sont les coordonnées, est donc 




ou 


J) 


- /*. -t' --il .--t, 


-, (X — X) + r, (y — y') + ;;î (x - x") = O, • .. ; . 

®* ** ** 


* f ■•■-7. ■■■ 




ÉQDATlOiSS DE LA RORMAIJE. 





; 157. On appelle normale la perpendiculaire menée au "" 

. P . '■ plan tangent par le jwint de contact. Les équations de cette 

’ ligne se déduisent aisément de celle du plan tangent et sont : ■ ... 


dt' 






dz 




Ai’ ■•-: 

y’. , - /'.yH V-, K.;?..,- . V- . - : 

-t./v -i' :ï^<; 

TKi^t* ■-.• : .-■ ’ '. ■■ — *.s: •< , r »- — • .... r>- 

V 5^. îvv'., 




V . VT ./'T «-I 


- -U: 


.’.v- 


„. ■ < • -fj •/ 

. '- ■i/.- 


- y--: ■ \:i, '7 -, ’v 




DES SURFACES COURBES. 

OU SOUS une autre forme 


dF dF 


' • Si6 


1 


ANGLES DE LA NORMALE AVEC LES AXES DES COORDONNÉES. 


158. Si l’on représente pai' X, p., v les angles formés par 
la normale avec les axes des x, des y et des z, ou par le plan 
tangent avec les plans des yz, des xz et des jy, on aura pour 
les cosinus de ces angles 


cos X = 


di' 

du/ 


cos |A 


\A + ( 

' dz'\ 
ydx'j 

dz 

rfv 

t 

1 + 1 

/ 

m' 

\/' + 

,dz^ 

WJ 

1 

r+( 

(dz\* 

Kdy'J 


\/'=(£)’+(s)‘ 


Quand l’équation de la surface est donnée sous la forme 
F (x, y, z) = O, alors ces valeurs de X, [a, v deviennent 


C08 X = 


dx' 


y/W^W^'’ 


TOME I. 


l6 
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ÉL 

<^!l' 

COS [A = , 

dz' 

CO S V = 

\/©'+9'+(S)’ 

SURFACES ENVELOPPES. 

159. Lorsqu’une équation renferme, outre les trois va- 
riables X, y, Z, un paramètre ou une constante arbitraire a, 
cette équation représente une surface qui change en général 
de forme et de position en même temps que ce paramètre a 
varie. On nomme surface envelofjpe, le lieu des intersections 
succe.ssives de chaque surface avec celle infiniment voisine, 
et surface enveloppée chacune des surfaces produites par la 
variation du paramètre a. 

11 est bien facile, d’après cela, d’obtenir l’équation de la 
surface enveloppe. En effet, soit 

(i) F(x,y,z,û) = o 

l’équation de la surface proposée. Si on attribue successive- 
ment à a les valeurs a et a -f- da, on aura les deux équations 

(a) F(x,y,s,a-(-da)=o, 

qui seront celles de deux surfaces enveloppées infiniment voi- 
sines, et dont le système caractérisera tons les points de la 
courbe d’intersection. En éliminant donc a entre ces équations 
ou entre celles 

(3) F(x,y,z,«) = o, 

= 

on obtiendra l’équation de la surface enveloppe cherchée. 
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Il est facile de démontrer analytiquement que la surface 
dont l’équation résulte de l’élimination de a, entre les deux 
équations (3) et (4), est bien celle qui jouit de la propriété 
d’être tangente à toutes les surfaces enveloppées, produites 
par la variation de a; car cela revient à faire voir, qu’en 
chaque point de la surface proposée, le plan tangent est le 
même que celui de la surface enveloppée qui y passe. Or, si 
de l’équation 

dF 

da~° 

on en tire la valeur de a qu’elle renferme, savoir: a=f{x,y, z), 
et qu’on substitue cette valeur à la place de a, dans l’équa- 
tion (i), on aura 

(5) F[x,y,z,f{x,y,z)] = o. 


et cette équation sera celle du lieu cherché ou de l’enveloppe 
à la surface F (x, y, z) = o. 


dz 


Maintenant, on a pour déterminer les deux coeflicients ^ 


et ^ de l’équation du plan tangent à la surface représentée 
par l’équation (5), 


dx *' dz dx ' df\dx dz dx) ’ 
^ d/*\ 

dy dz dy ‘ d/ \dy dzdy) 


et pour ceux du plan tangent à la surface enveloppée, au 
point que l’on considère. 


dF dF * _ 
dx dz dx ’ 


dy dz dy 


dF 

Ces équations sont identiques puisque — = o ; donc la sur- 
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face enveloppe a, en chacun de ses points, même plan tan- 
gent que celle enveloppée qui y passe ; donc celte surface est 
tangente à toutes celles enveloppées. 


THÉORÈME DE M. BOÜQÜET SUR LA PLUS COURTE DISTANCE DE 
DEUX DROITES SUCCESSIVES d’üN SYSTÈME CONTINU DANS 

l’espace. 

160. Théorème. — Si dans une série continue quelconque de 
droites, la distance de deux droites consécutives est générale- 
ment d’un ordre infinitésimal supérieur au premier, cette dis- 
tance est au moins du troisième ordre infiiiitésima/. 

En eifet, soient 

(i) x = az-j-p, 

y = ôz-j-ç, 

les équations d’une droite quelconque de la série continue 
dont nous parlons. Celles de la droite voisine, appartenant 
au même système seront 

(a) x = (a + Aa)z-fp-|-Ap, 

ÿ = (ô-f Ab)z -\-q-\-Lq) 

et l’on aura pour la plus courte distance de ces droites, d’après 
une formule connue de géométrie analytique, 

g — AftA/» 

y^(Aa j’ -j- (A6 y’ -)- («Ay — é Ayy)* 

Or, en développant, on a 

Aa = da - d'a -I ^ d’a-|-... 

a ' 1.2.3 ' 

Aô = d6 4- - d*b 4- d’6 4-... 

a i.a.3 ‘ 

Ap = dp + i d*p + d^p -I-. . . 

Ao=dÿ+ + 

a i.a.o 
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On a par suite 

AaAy — AftAp = [dadq — dbdp) -\--[d'ady -j- d'qda ~ d'bdp — d*pdb) 

en s’arrêtant aux termes du troisième ordre 
Maintenant, si le premier terme 

dadq — dbdp 

de cette expression n’est pas nul, la plus courte distance S 
sera en général du premier ordre; car le dénominateur de 8 
étant du premier ordre et son numérateur du second, cette 
plus courte distance ne saurait être d’un ordre infinitésimal 
supérieur au premier. Si, au contraire, ce premier terme est 
nul. alors le second le sera également, puisqu’il est sa diffé- 
rentielle, et il ne restera, dans l’expression de AnAg — AèAp, 
que les termes du quatrième ordre au moins. Comme d’ail- 
leurs le dénominateur de 8 est toujours du premier ordre, on 
voit que, dans ce cas, 8 sera du troisième ordre au moins. 

Il est aisé de prouver alors que les droites de la série (i) 
sont tangentes à une même courbe dans l’espace. 

En effet, soient 

x = az-j-p, 
y = bz + q, 

les équations d’une droite mobile, a,b,p,q étant des fonctions 
d’un même paramètre a. Pour que cette droite soit constam- 
ment tangente à la courbe, il faut que les coor.lonnées x, y, z 
du point <le contact satisfassent aux équations delà droite infi- 
niment voisine, lorsqu’on y néglige les infiniment petits d’ordre 
supérieur au second. 11 faut donc que l’on ait 

y = {a-\-da)z-\-p + dp, 

Z = (6 -}- db)z + ? + dÿ • 

Ces équations combinées avec celles (i) donnent 

(3) z4a + dp = o, 

xdb -j- dy = O ; 
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d’où résulte pour la cocdition cherchée 

(4) dada — dbdp=o ou ~z=^, 

do aq 

condition qui est précisément celle qui doit avoir lieu pour 
que la plus courte distance 5 soit du troisième ordre iiifuiité- 
simal, comme on l’a vu plus haut. 

161. Nous avons dit que lorsque la condition 

dadq — dbilji = ü 

était satisfaite, il ne restait, dans l’expression du numérateur 
de la plus courte distance S, que les termes du quatrième 
ordre, savoir : 

— {d*adq -|- d*qda — d^bdp — d*pdb) 

+ — — {d^ad'q — d'bd'p). 

i.a t.a 

Or, nous allons prouver que ces termes ne peuvent dispa- 
raître, à moins que la courbe soit plane, cas auquel la plus 
courte distance 5 est rigoureusement nulle. En effet, suppo- 
sons que ces termes soient nuis ou que l’on ait 


— ^ (d^adq -f d*qda — d*bdp — d*pdb) 


+ -^ -î- (d'ad^q—d'bd'p) = o. 
i.a i.a 

En différentiant le second terme de cette équation, on 
aura 

[d*adq -|- d*qda — d^bdp — d^pdb) 

-f- a (d'ad*q — d}bd*p) = o, 

et cette dernière combinée avec la précédente donnera 


ou 

(5) 


d*ad*q — d'bd*p = o, 
d'a d*p 
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équation qui exprime que la courbe est plane. En effet, en 
différentiant les équations f3), on a 


rf*/3 = — xrf’a — dadx, 
d*q = — zd'b — dbdz, 

en sorte que l'équation (5) devient 


ou 


d'a d'b 
da db 

dlda = dldb 


da 


Mais Ida et Idb ayant une différence constante, le rapport 


— sera constant, en sorte que le désignant par k on aura 


on aura donc 


da = kdb ; 


a = kb c 

c étant une constante 

Cette équation exprime que les droites sont parallèles à un 
même plan, et, comme, pour que ces droites puissent être 
tangentes à une même courbe, il faut que cette courbe 
soit située dans un plan, on en conclut que la courbe est 
plane. 
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COURBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE. 


DÉFINITION DE LA COURBURE. 

1 62. La courbure d’un arc de courbe est l’angle des tan- 
gentes menées aux extrémités de cet arc, ou l’angle formé 
par deux droiies parallèles à leurs directions, puisque ces 
tangentes ne sont pas dans un môme plan. La courbure 
moyenne est le rapport de l’angle des tangentes extrêmes à la 
longueur de l’arc, et la courbure au point M, la limite vers 
laquelle tend ce rapport, lorsque l’arc As diminue indéfini- 
ment. Cette courbure est donc égale à l’angle w, formé par 
les tangentes menées aux extrémités de l’arc infiniment petit, 
que l’on nomme angle de contingence, divisé par la longueur 

d s 

de l’arc ou par ds. L’inverse de la courbure ou — est le rayon 

d’un cercle ayant même courbure que la courbe au point con- 
sidéré : on le nomme rayon de courbure. En désignant par p 
ce rayon, on a 

1 w ds 

- = — , d’ou P = -. 

Ÿ as u> 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE. 


163. Pour obtenir l’expression de la courbure-, d’où se 

P 
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déduit celle du rayon p, cherchons d’abord l’expression de 
l’angle w, que nous avons nommé angle de contingence. 

Soient a, 6 , y, les angles que forme, avec les axes des x, 
des y et des z, la tangente menée à la courbe, par le point M, 
fig. (- 26 ) ; et a 4 - dï, 6 -f- rfê, y + rfy ceux que forme, avec les 
mêmes axes, la tangente au point voisin M'. Par le point 0, 
origine des coordonnées, menons des droites parallèles aux 
directions des tangentes MT, M’T', et, prenons sur ces lignes, 
des longueurs OP, OF égales à l’unité. Le triangle OPP' qui 
en résulte sera isocèle; l’angle au centre O sera précisément 
l'angle 10 ; et l’on aura 

PP’= a sin (j>, 

ou en remplaçant sin u par <o, l’arc <d étant infiniment 
petit, 

PP =« 0 . 

Les coordonnées du point P sont les cosinus des angles 
formés par la tangente en M avec les axes di s coordonnées 
ou cos a, cos 6 , cos y, et celles du point M' sont égales à 

coso-|-dcosa, 

cos 3 4" rf cos P , 

cosy4~rfcosy; 

pat conséquent 


PP' = (0= V (d cos a)’ 4- (à cos P)* 4 " (d cos y)’- 

1 ( 1 ) J 

Mais par définition - = 3 - ; donc 

c P as 

I . //dcoso\* , /dcosP\* /rfcosy\* 

ou, en remplaçant cos a, cos 6, cos X, par leurs valeurs don- 
• nées n" (i53) 
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Si l’on prend s pour variable indépendante, on a 


1 

P 

et si l’on pose 


il vient 




d'x dfd'x — dxd*n 

ds* tis} 

d'y dfd'y — rfy/’s 

^ “ d? ' 

d'z dsd'z — dzd's 

ds' ds' ’ 


;.^/e 


X — dxd's]'-\-{dsd'y — dyd's)' -\-(dsd'z — dzd's)' 
d? ’ 


OU à cause que 

ds' — dx' -f- dy' -f- dz', 
dsi's = dxd'x -\-dyd'y dzd'z, 


1 

P 




■[d^!/)' + (d'zi'—id's) ■ 


ds' 


/[dyd'z — dzd'y)'-\-(dzd'x — dxd'z)'-\-{dxd'y 

V 


— dyd'x)' 


On tire de là les expressions p, savoir : 


ds' 

^l{d'x)'+{d'y)'+ (d'z)' — {d's)'' 
ds' 

(dyd'z — dzd'y)'-\-[dzd'x — dxd'z)'-^(dxd'y — dyd'x)' 
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164. L’expression 

1 





0’+(S)’+{S)7 


de la courbe que nous avons donnée dans le cas où l’arc s est 
pris pour la variable indépendante, est susceptible d’une 
interprétation géométrique que nous allons faire connaître. 

Portons, à partir du point M (x,v, z), sur la courbe et 
sur la tangente, deux longeurs MM', MM, égales et infiniment 
petites désignées par «•. On aura pour les coordonnées du 
point M, 


I , dy , dz 


et pour celles du point M', en négligeant les infiniment petits 
d’ordre supérieur au second, 


dr 

ds 


O* d'x 




ainsi 


Mais 


donc 


, dy a' d'y 
dz (T* d'z 

"+"^ + 777 ^= 


^=^[(ë)’+(S)V(S)'} 
?=(S)’+(S) + (g)^ 


I _4MM, 


et, par conséquent, 


P = 


aMM,‘ 


Digitized Ify Google 



236 


LI?RE III. — CHAPITRE XI. 


CERCLE OSCCLATEÜR. 

1(55. On nomme cercle oscillateur, dans les courbes à dou- 
ble courbure comme dans les courbes planes, la limite du 
cercle qui pas.se partrois points de la courbe infmimenl voisins. 
Ce cercle limite ne dilTère pas de celui que nous avons appelé 
cercle de courbure, et doit se trouver évidemment dans le 
plan oscillateur à la courbe au point que l’on considère. 
L’intersection du plan o.sculateur avec deux plans normaux 
infiniment voisins, détermine sur ce plan, un point qui est le 
centre du cercle dont nous parlons; on le nomme particulière- 
ment centre de courbure. 


NORMALE PRINCIPALE. 

166. On appelle normale principale en un point M d’une 
courbe à double courbure, la normale qui, parlant de ce point, 
passe par le centre du cercle osculateur. Cette normale se 
trouve donc située dans le plan osculateur , et peut être 
regardée comme résultant de l’intersection de ce plan avec le 
plan normal. Elle est par conséquent représentée par les 
formules qui donnent les équations du plan osculateur et du 
plan normal, et qui sont : 

(x — x') [dyd'z — dzd'y) -|- (y — ÿ) [dzd*x — dxd'z) 

-j- (ï — z') {dxd'y — dyd'x) = O 

(x — x')rfx -\-{y—y')dy-\-{z — z')dz = o. 

Nous allons chercher actuellement l’expression des cosinus 
des angles que fait cette normale avec les axes des coor- 
données, cosinus qui ne sont autres que ceux formés par 
rayon de courbure p avec les mêmes axes, puisque ce rayon se 
confond avec la normale principale. 


Digilized by Google 



COCnSORE DES LIGNES DANS L’ESPACE. 


237 


Soient M lepoint pris sur lacourbe AB /Î 7 . (9 6\e( Arun second 
point voisin de celui -ci. Par le point O oriftiiie des conrdonni^es, 
menons des parallèles aux tangentes à la courbe aux points 
M et M' et portons sur ces droites des longueurs OP, OP 
égales à l’unité; cela fait, joignons PP'. 11 est clair que la 
droite PP' sera parallèle à la normale principale MN; car le 
triangle OPD' étant isocèle, et l’angle 0 infiniment petit, PP' 
est perpendiculaire à OP ou à la direction de la tangente eu M, 
et, par conséquent, parallèle à la normale principale MN. La 
question se réduit donc à exprimer les cosinus des angles 
que fait cette droite PP' avec les axes des coordonnées. 

Nommons a, 6, y les angles que fait la tangente au point M 
avec les axes des x, des y et des r. Les coordonnées du 
point P seront égales aux cosinus de ces angles ou à cos a, 
cos 6, cos y ; et celles du point P' à ces mêmes cosinus 
augmentés de leurs différentielles, ou à 

cos O -J- d cos « , 
cos P + d cos P , 
cos y -f- d cos y. 


Les cosinus des angles que forme, avec les axes, la direc- 
tion de la droite seront donc, d’après cela, en désignant 
par Ç, V, Ç ces angles 

d cos a 

cos ï = — ■ — , 

V^(d cos «)’-|-(d cos pj* -j- (d cos y)’ 


d cos P 

cosv= — , 

V^(d eus a;’ -)- [d cos P/ + (d cos y)’ 


cosî;= 


d cos y 

^ (d cos a)* -f- [d cos pj’ + (d cos y)’ 


Si on observe que 


d cos y 
ds ! 
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les formules précédentes deviennent 


ou bien 


puisque n* (i53) 


d r os a 
d ros P 

C0SV = P_~. 

d cos Y 


dx 

cosÇ = p 

ds 


cos V = P 


^■T 

as y 

d% 


"■r 


dx 




dz 


COS a = — , COS G = ^ , cos If = ^ . 
ds ds ds 


ANGLE DE TORSION. — SECONDE COURBURE. 


167. On appelle angle de torsion l’angle x formé par deux 
plans osculateurs infiniment voisins, et seconde courbure ou 
torsion, le rapport de cet angle x à l’arc infiniment petit qui 
séjiare les points de contact des deux plans osculateurs ou à 
ds. Cette torsion ou seconde courbure est donc représentée 

T 

par — ; et on nomme rayon de la seconde courbure ou rayon de 

(. ds 

torsion 1 inverse de cette courbure ou — , Nous représenterons 

ce rayon par r, en sorte que l’on aura 
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1 

r 


T 


(is 


et 


(is 




T 


Soient X, u, v les angles que forme, avec les axes des x, 
des y et des z, la normale à l’un des plans osculateurs, au 
point de la courbe dont x, y, 3 sont les coordonnées. On aura, 
d’après l’équation de ce plan, 


en posant 


cos X = 

COSli = 
cos V = 


dyd'z — dx'i^y 

Ü 

dzd*x — dxd'z 


dj(Pi/ — dyd'x 

Ü 


JD = \ (dyd'z — dzd’y)‘-j;-(dzil*x—axU’z}*-f- [dx'ry—dyd'xf. 

L’angle t de deux plans osculateurs infiniment voisins • 
étant égal à l’angle des deux normales à ces plans, on aura, 
par un calcul semblable à celui qui nous a donné l’angle de 
contingence u, 

T= v'(dcos X)*-j- (rf Cüs p)’-|- (d cüs V)’. 

Maintenant si l’on pose 

X = dyd}z — dzd'y, 

\ = dzd*x — dxd'z, 

Zz=dxd'y — dyd'x) 

d’où 

d\ = dyd}z — dzd^y, 
dY = dzd*x — dxd^x, 
dZ = dxd^y — dyd^x. 

on trouvera 




+ Y* + Z’) </V» + </Z’) — (XdX + YdY+Z-/Z)* 

X*-|-Y’-t-Z‘ 
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/(Y(iZ — Z'/Y)’+(Zrf.X — X</Z;* + (Xr/Y — Y-/X)’ 

V X'-fY' + Z* ’ 


et, comme 

y>IZ -ZfTi _ ZdX — X^Z _ Xd\ — Y /X 
rfx dy dz 

= dx{d}yd*z — d'zd^y) 

-f- dy(d^zd'x — d'xd^z) 
dz[d'xd'y — d'yd^x), 

il en résulte 

dr{d'yd'z — d'zd’n]-\-dy[d'zd^x — d*xd'z)4-dz(d\rd*i/ — d'y/Px) 
[dyU'z — dzd‘yy-\-('JzU‘x — Uxd’zj‘-\-^dxU'y — UyiPxj' 


Ainsi, on a pour le rayon de torsion ou de seconde courbure 

[dyd'z — dzd*y]* -j- (dzd*x — dxd^z)* -j- (dxd'y — dyd*x]* 
dx[d*yd'z — d'zd’y)-^dy\^U'zd*x — d'xd^z) + dz[d}xd*y — d'ycPx)' 


168. On déduit de ce qui précède les conséquences sui- 
vantes : 

I» Si pour tous les points d’une ligne, on a l’équation 

(a) [dyd'z — dzd'yy -f- (dzd'x — dxd'z]* {dxd'y — dyd'x) = o, 

le rayon p de la première courbure sera infini et tous les 
côtés du polygone infinitésimal inscrit dans cette ligne seront 
dans le prolongement l’un de l’autre, en sorte que cette ligne 
sera droite. La condition analytique pour qu’une ligne soit 
droite peut donc être exprimée par l’équation différentielle (a), 
a' Si pour tous les points d’une ligne on a l’équation 

(P) dx{d*yd^z — d'zd*y] -f- dy{d'zd'x — d*xd*z) 

-f- dz[d*xd*y — d’ÿrf’x) = o, 

le rayon r de la^seconde courbure sera infini et l’angle formé 
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par deux plaus osculaleurs consécutifs sera nul, en sorte que 
la ligne sera plane. La condition analytique pour qu’une 
ligne soit plane, peut donc être exprimée d une manière 
générale par l’équation différentielle 

169. Si l’on veut appliquer les formules qui précèdent à 
l'hélice dont les équations sont 

ar = Rcostt, y = Rsin«, x=mRM, 

on aura 

. dx C08U dy sin u dz 

R(i-t-w’)’ R(i -f w’)’ 

d% ds du 


et, par suite 
P = 




: = R(i + m’); 




du 

ds , 




ds ' 

ds 

dsj 


ainsi, dans l’hélice, le rayon de courbure est constant. 
On a encore 


t= V^(d cüs Xj* -f- (d cos ia)*-|- (d cos 


et, par conséquent, 

IX »l I 

r ds 1 + m’ R’ 


mdu 

V 


niFFÊRE.VriELLES DES COSINUS DES ANGLES QUE FORMENT, AVEC 
LES AXES COORDONNÉS, LA TANGENTE DUNE COURBE A DOUBLE 
COURBURE, LA NORMALE PRINCIPALE LT l’aXE DU CERCLE 
OSCüLATEUH. 

170. Nous avons donné précédemment les formules qui 
expriment les cosinus des angles a, 6, y ; 5, u, s; X, p, v que 

TOME I. lé 
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forment respectivement, avec les axes des x, des y et des z, 
la tangente d’une courbe à double courbure, la normale prin- 
cipale°et l’axe du plan osculateur. Nous allons maintenant 
faire connaître les expressions différentielles des mêmes 
cosinus, expressions que M. Serret a appliqué d une ma- 
nière remarquable à la théorie des lignes et des surfaces 

courbes. .. . 

En désignant toujours par p et r les rayons de première et 

de seconde courbure, on a n° (166) 


(1) 

d’où l’on déduit 

(a) 


d cos a 

d cos G 

rcosu=p-^, 

d cos Y 

,COSÜ = p-;yj-; 


I d* , 

' d COS a = ~ cos î, 
P 

1 d COS G = — cos U, 
P 

J r 

d COS Y = ~ cos !.. 

‘ P 


On a de même 

d cos X 
COS 5 = r — J — « 
i ds 

( 3 ) 

) d cos (X 

cos V = r — - — , 
j rfs 


1 d cos U 

1 Cüs Ç = r — — ; 
\ ds 

d’où 

d cos A = — cos ;, 
r 

( 4 ) 

' d cos (X = — cos U, 

l ^ 


J ds 

1 d cos V = ~ cos 4. 

1 r 
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Maintenant si l’on observe qu’en un point d’une courbe à 
double courbure, la tangente, la normale principale et l’axe 
du plan osculateursont trois droites rectangulaires, et forment, 
par conséquent, un trièdre trirectangle, on aura 

cos’ a -f cos’ Ç cos’ X = I , 
cos’ 6 -f- cos’ U cos’ (A= I, 
cos’ y + cos’ Ç -|- cos’u = i, 

expressions qui étant différeutiées donnent 

cos ad cos a + cos îd cos Ç + cos Xd cos X = o, 
cos6d cos 6 -}■ cosud cos u -f- cos |Ad cos |a-|- o, 
cos-ydeosf + cosîdcosî4- cosv d cos v = O ; 


d’où l’on déduit 


. , dcosa dcosX 

d cos c = r- cos « r cos X, 

cos ( eus c 

, d cos 6 „ d cos IA 

d cos o = — cos 6 cos lA, 

cos U cos U 


, , d cosY d cos U 

d cos Ç = — — — — cos Y cos V, 

cos i, cos ï 


et, à cause des formules (a) et (4), 


I /cos a cos X\ 

dcosÇ = -^— + — j ds, 

/cos S cos[a\ 

dcosu = — 4- -p-j ds, 
/cos Y , cos v\ 

d cos î: = — ^ 1 —j d<. 


SURFACE POLAIRE. 

471. Si par tous les points d’unecourbe à double courbure, 
on mène des plans normaux à cette courbe, ces plans se 
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couperont deux à deux suivant une certaine droite que l’on 
nomme droite pohiire; et l’ensemble de toutes ces droites, 
lieu de ces intersections successives, formera une surface 
développable à laquelle on a donné le nom de surface 
polaire. 

11 est bien facile, d’après cela, d’obtenir l’équation de la 
surface polaire. En effet, soit (x\ y', z') le point que l’on con- 
sidère sur la courbe à double courbure proposée. On aura 
pour l’équation du plan normal passant par ce point 

(i) (x — a/)rfx' + (y — y) dÿ'-{-(z — 2'')dzz=o; 

et, pour obtenir celle du plan normal infiniment voisin mené 
à la courbe par le point dont x' + dx', y' -j- dy', z' -|- dz' 
sont les coordonnées, il faudra remplacer, dans cette équation, 
x', y', z' respectivement par x' dx', y' -j- dy', z' -|- dz', ce qui 
revient à augmenter le premier membre de l'équation (i) de 
sa différentielle prise en faisant varier x', y', z' seulement. On 
aura donc, pour ce pian 

( a) (x— x') d’x'+ (y — y') d*y'-|- (* — z') d*z' — d'x’ — d'y’ — d'z*=o. 

Ces équations (i) et (2) sont celles de la droite polaire qui 
est la génératrice de la surface polaire. Si donc, on élimine 
x', y, z entre ces deux équations et celles 

y = F(x), z = f{x) 

de la courbe donnée, on obtiendra une équation entre x. y, 2, 
et cette équation sera celle du lieu de toutes les droites 
polaires ou de la surface polaire. 

Si l’on prend, par exemple, l’hélice dont les équations ont 
été données n“ (li'ir], on voit qu’il faudra éliminer u entre les 
deux équations 


X siiia — ycosu = fn(i — Rmu), 
xcosK — y sin u = — m’K. 
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Or, en ajoutant ces équations après les avoir élevées au 
carré, on trouve 


d’où 


m*R* -f- w* (z — Rmii) ' = x'-\- y* ; 


U 




Portant cette valeur de « dans la seconde des équations 
précédentes, on a donc pour l’équation de la surface polaire 
cherchée 



SPHÈRE OSCUI.ATRICE. 

172. On nomme sphère osrulalrice d’une courbe ù double 
courbure, la limite des sphères qui ont avec cetie courbe 
quatre points communs qui se rapprochent indéfiniment les 
uns des autres. Le centie de cette sphère doit se trouver 
évidemment à l’intersection commune de tiois plans nor- 
maux infiniment voisins, ou à la rencontre des deux droites 
suivant lesquelles se coupent les deux premiers et les deux 
derniers de ces plans, et, est, par conséquent, situé sur la 
surface polaire lieu de ces intersections. Enfin le lieu de tous 
les centres des sphères osculatrices forme, sur la surface 
polaire, une courbe enveloppe de toutes les polaires, et que 
l’on nomme l'nréU de rehroussement de cette surface. 

En partant de ces définitions, il est bien facile d’obtenir les 
équations qui donnent les coordonnées du centre de la snhère 
osculatrice et celles qui déterminent le lieu de tous les centres 
ou l’arête de rebroussement. En effet, le centre de cetie sphère 
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étant le point de rencontre de trois plans normaux infiniment 
voisins, sera donné par les trois équations 

{x—x') dx' -\-{y — y')dy-\-{z — z')dz' = o, 

{x — x’)rf’x'-l- (y — y')</’y'-}-(z — z') d'z ' — d'x' — rfy’’ — dz'* — o, 

(x — x')d’x'-|-(y — y']d'y'-{-{z — z')d*z' — dx'd'x' — dy'd^y' — dz'd'z=o. 

Les deux premières sont celles des plans normaux infini- 
ment voisins menés à la courbe par les points dont x', y', z' 
et x' dx', y' -f dy', z' -f- dz' sont les coordonnées, et repré- 
sentent la droite polaire intersection de ces plans; la troisième 
appartient au troisième plan infiniment voisin, et, combinée 
avec la seconde, représente l’intersection du second plan nor- 
mal infiniment voisin avec le troisième. Ces trois équations 
combinées entre elles représentent donc l’intersection des 
deux droites polaires, point commun de l’intersection des trois 
plans normaux infiniment voisins ou le centre de la sphère 
osculatrice, au point de la courbe dont x', y', z' sont les coor- 
données. Si maintenant on élimine x', y', z* entre les trois 
équations (i), (2), (.^) et celles 

ÿ=F(x), z = f{x) 

delà courbe donnée, on obtiendra deux équations entre x,y,z, 
et ces équations seront celles du lieu des centres de toutes 
les sphères osculatrices ou de l’arête de rebroussement. 

173 . En faisant usage des formules qui ont été démontrées 
n» (170), on peut parvenir très-élégamment à l’expression 
des coordonnées du centre de la sphère osculatrice et à celle 
qui donne la longueur de son rayon. 

En effet, a, 6, y désignant toujours les angles que forme, 
avec les axes des coordonnées, la tangente d’une courbe à 
double courbure, en un point M de cette courbe, on aura pour 
l’équation du plan normal en ce point 

(1) (x — x')cosa-f- (y — y') cos6-j- (z — z') cos y = 0 
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dx, dj/', dz* étant remplîict’es parles quantités proportion- 
nelles cos a, cos ê, cos y- Et, si l’on difl'érentie cette équation 
par rapport à une variable indépendante dont toutes les autres 
sont des fonctions, on obtiendra 


, , dcosa , , , dcns6 , , „dcosv 

^ ) -X- + (y — y ) -ttt- + (2 — 2 ) 


ds 


ds 


ds 


dx , du dz 

— cos a cos 6 — cos Y -7- — O , 

ds ds 


ds 


équation qui se réduit simplement à 

, ,, d cos-a , , rf nos 6 d cos y 


et que l’on peut écrire sous la forme 

(a) (x — x') cos Ç -1- (y — y') cos O + (s — z'] cosÇ = p 

en vertu des formules (i) du n° (170). 

En différentiant ensuite l’équation (2), on aura 

(x — x') dcos Ç -}- (y — y') d cosu -f (i — i') dcos!; = dp 

et, en remplaçant dans cette équation les différentielles 
d cos $, d cos U, d cos par leurs valeurs données n* (170), 
et ayant égard à l’équation (1), il viendra 


(3) (x — x') cos 5 -1- (y — y') cosu-f-(z — z) cosÇ = 


r 


ds' 


En ajoutant ces trois équations (1) (2) (3) après les avoir 
multipliées respectivement par cos a, cos i, cos X, puis par 
cos 6, cos V, cos [A, et enfin par cos y, cos Ç, cos 0, on trouvera 
pour les coordonnées du centre de la sphère osculatrice 


(4) 


X — x' = P cos 5 — 
y — y' = P cos U — 
z — / = P cos Ç -T 


r cos X 
ds 

dp 

» • -7- co s (1 

ds 

dp 

r -f cos V. 
ds 
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En nommant R le rayon de la sphère osculalrice, on a donc 

rf’p 

(5) R* = [x-x'y + {y- yr + = p> + r* ^ 

résultat que l’on pourrait obtenir directement par la géomé - 
trie. 


DÉVELOPPÉES DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 


17 h. Considérons une courbe à double courbure GH fiq. ( 27 ) , 
et supposons qu'en un point M de cette courbe, on ait mené 
une normale quelconque ,MN. Si par un point M', voisin de 
celui M, on en mène une seconde M'i\', avec la condition que 
cette normale aille rencontrer la première en N ; puis pcar un 
point M", voisin de celui M', une troisième Hr'iN", qui aille 
rencontrer H seconde .M'N' en N' ; et, a'nsi de suite, on formera, 
en joignant les points de rencontre de toutes les normales 
ainsi obtenues, un polygone qui h la limite deviendra une 
courbe que l’on nomme la itéwloppf’e de la courbe à double 
courbure propo.sée. Celle ci, considérée relativement à la 
développée, est appelée la déveloi panle. 

175. Les développées d’une courbe à double courbure 
jouissent d’une propriété analogue à celle des courbes planes, 
et qui consiste en ce qu'un arc de développée est égal à la 
diiïérence des tangentes menées des extrémités de cet arc à 
celles de l’arc correspondant dans la développante. 

En effet, concevons qu’on ait mené, parles points .M' et N, 
extrémités de la seconde normale, deux plans perpendicu- 
lairesàcelte normale, et soient V, 0, les point.s où la troisième 
normale M"N' est rencontrée par ces plans. La distance M'O, 
comprise entre le point M' de la courbe et celui 0 où la 
troisième normale M"ÎS' rencontre le plan mené en M', sera in- 
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finiment petite du second ordre, puisque ce plan est tangent 
à la courbe en ce point; et il en sera de môme de la diiïéience 
VO — M'N, en sorte que M''N' — M'N sera égal à ^'V à une 
quantité près infiniment petite du second ordre. Comme 
d’ailleurs la limite du rapport de N'V à la corde ^ N est runité, 
il s'ensuit que iVV ne dilTère de l’arc N'N que d’une quantité 
infiniment petite du second ordre; d’où l'on conclut que la 
diiïérence M' N' — M'N est égale à l’arc N'N, à une quantité près 
du même ordre, c’est-à-dire infiniment petite par rapport à 
cet arc, comme nous l’avions annoncé. 

11 suit de ce qui précède que si l’on enroule sur la courbe 
NN'N" un fil dont l’une des extrémités serait fixe, et qu’on le 
déroule ensuite en le tenant constamment tendu suivant la tan- 
gente à la courbe, l’extrémité M de ce fil, décrira la courbe 
HM'MG. C’est cette propriéié qui a fait donner aux courbes 
NN'N"ei IIMM'G les noms de développée et de développante. 

176. Il importe de remarquer que la courbe lieu des cen- 
tres de courbure d’une courbe à double courbure, quoique 
située sur la surface polaire, n’est pas, en général, une déve- 
loppée de cette courbe, comme cela a lieu dans les courbes 
planes. En effet considérons, sur la courbe à double courbure 
proposée, une suite de points m, »/, m",.. et sur la courbe lieu 
des centres de première courbure les points correspondants, 
at, 6. Y-” l’ouï’ que la ligne aS y... soit une développée de 
celle mm'm"..., il faudrait, comme on l’a vu, que le rayon 
ma vint couper le rayon m'6 prolongé suffisamment; que 
celui-ci vint couper le rayon my; et, ainsi de suite. Or, c’est 
ce qui ne peut avoir lieu ici puisque chacun de ces rayons 
étant situés dans les plans osculateurs à la courbe aux points 
m, m'. Ml", ces rayons ne peuvent se rencontrer et former, par 
conséquent, par leurs intersections, la courbe demandée. 11 en 
résulte que, la courbe lieu des centres de courbure d’une courbe 
à double courbure, n’est pas. en général, une développée de 
cette courbe, comme cela a lieu dans les courbes planes. 

177. Cherchons maintenant les équations des développées. 
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Comme ces courbes doivent se trouver situées sur la surface 
jiolaire lieu des intersections successives des plans normaux 
infiniment voisins, il faudra d’abord que les coordonnées 
x', î/, Z d’un point quelconque de la courbe satisfassent aux 
équations 

( I ) (x — x') dx + {y— y') dy + (s — i') </;' = o, 

( 2 ) (x— x')d’x'-f {y — y) d’y'-f (i— z')d’z' — rfx'* — dy* — dz'*—o. 

Il faudra, en outre, que ces coordonnées satisfassent à la 
condition que le rayon mené du point de la développée au 
point correspondant de la développante, soit tangent à la dé- 
veloppée; et c’est ce qui arrivera si les difierentielles dx, dy, 
dz sont proportionnelles aux différences x — x', y — y', z — z'. 
Il faudra donc que l’on ait 

dx X — x' dy y — y 

7z~ z~^'' 

et si on élimine ensuite x', y', z entre l’une de ces deux équa- 
tions, celles précédentes (i) et ( 2 ) et les équations de la 
courbe à double courbure proposée, on obtiendra deux é([ua- 
tions différentielles entre X, y, z,cl ces équations seront celles 
de la développée. 
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COURBURE d’une LIGNE QUELCONQUE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 

178. La courbure d’une surface courbe varie, en général, 
d’un point à un autre. On estime cette courbure, en chaque 
point de la surface, par celle des sections que l’on peut y 
faire passer en ce point. Comme la courbure de ces sections 
est déterminée par le rayon du cercle oscillateur qui y passe, 
on voit, qu’eu cliaque point d’une surface, il y a en général 
une infinité de rayons de courbure. 

Soit F (x, y, z) =0 l’équation de la surface courbe pro- 
posée. Considérons une courbe quelconque AMD, fig. (28), 
tracée sur cette surface par le point M (x, y, z), et proposons- 
nous de déterminer le rayon de courbure de cette ligne, au 
point que l’on considère M. Soient 9 l’angle que fait la nor- 
male >LN à la surface avec le rayon de courbure qui est dirigé 
suivant la normale principale MP, et 6', y' et X, o, v les angles 
que font respectivement avec les axes des x, des y et des z la 
normale et le rayon de courbure au point M. On aura pour 
calculer le cosinus de l’angle 9 

cos 9 = cos a' cos X -f cos S' cos (1 -|- cos 7' cos V . 

On a d’ailleurs pour les cosinus des angles que forme la 
normale avec les axes des coordonnées 
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r m. y , I 

= C0S6 = COSY = 

V‘+/>’+î* V‘ + A'' + ?’ v^' + p‘+y* 

et pour ceux que forme le rayon de courbure dirigé suivant 
la normale principale, avec les mômes axes. 


dx 

a— 


d'^ 

dfs 

do 

do. 

do ’ 

COS(X = p— , 

COS 0 = 0 

do 


On a donc 



v^‘ + />’ -fy’ 


et, par conséquent. 



Maintenant si l’on pose 

dz dz d‘z d*z d'z 

dx dy rfx’ dxdy rfy’ 

on a 

dz=pdx-\- qdy, 


d'où en différentiant par rapport à l’arc o- de la courbe 


,dz l , , dx , , du 

■'s = '"'* + '■'s + ■''•* + ''''T,' 


et, comme 


dp = rdx + srfy, dq = sdx -f- tdy, 
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il en résulte 


dz dx dy 


= [rdx + .J J) ^ + (.ix + lij) 



1 • vkJU ^ 

OU bien encore, en remarquant que = cos a, — =cos o, 

a et 6 désignant les angles que forme la tangente à la courbe, 
au point que l’on considère, avec les axes des x et des y 



= rcos’ a + as cos « cos6-|- / cos’6. 


Pour l’expression du rayon de courbure d’une section quel- 
conque faite dans la surface, en un point M (x, y, z) de cette 
surface, on a donc 

_ V» 

^ r cos’ a -|- as cos a uos 6 i Cos’ P 

179. On arrive au même résultat par un moyen plus direct. 
En effet, soient M (x', j/, z') un point quelconque donné sur la 
courbe AMG, et M'(x'-l-dx', y'-|-</y'» - +dz'j un autre point in- 
finiment voisin de celui-ci. Si par ces deux points on mène des 
plans normaux à la surface, ces plans se couperont suivant 
une certaine droite que l’on nomme l’axe du cercle oscula- 
teur, et l'on aura pour les équations de celte droite 
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(a) (x— x') dx' +{y — ÿ) d]( + (: — s’} dz' = o 

(x — x') d'x' + (y — y') d*y + (z — z') d’z' —dx* — dy* — dz'* = o. 


Cette ligne étant située dans le plan nonnal à la surface, 
rencontre évidemment la normale à cette surface dont les 
équations sont : 


(M 


X — x' -j- p[z — z') = O, 

y— 


et, en combinant ces équations (a) et (6), on en déduit pour 
les coordonnées x, y, z du point de rencontre 


X — x'= — 


P 

Ü’ 



U’ 


en posant pour abréger 

d'z' — pd*x' — qd'y' = Drfo’’. 

Maintenant si l’on désigne par N la portion de la normale 
à la surface comprise entre le point M de cette surface et celui 
dont nous venons d’obtenir les coordonnées, il est clair que 
le rayon de courbure cherché sera la projection de M sur le 
plan osculateur de la courbe; et, en nommant 0 l’angle que 
fait la normale à la surface au point M avec le rayon de cour- 
bure en ce point, on aura 

P = N cos 0, 

ou parce que 


N = V'(X — x')* + (y — ÿ')’-f(z— zy = ^ ! + />* + ?• 

V^i 4“ y* + 7* cos 6 

^ d’z' d'x' d'ij 

de' ^ de'’ ^ de' ‘ 
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Mais nous avons trouvé n" (178) 


donc enfin 


P 


d*z' d'x d'y 
du * ^ d(j ' ^ dd' 


r cos’ a -f- 2 S cos a cos 6 -f- < cos* 6 ; 


I + />’ -f cos 0 

r eus’ a -j- as COS a cos 6 -j- t eus’ 6’ 


COURBURE DES SECTIONS NORMALES ET DES SECTIONS OBLIQUES. 


180. Si, dans la formule qui précède, on faitO =0; c’est- 
à-dire si l’on suppose que le plan osculateur passe par la nor- 
male à la surface au point donné M, on aura cosô = 1, et, 
par suite, en désignant par p' le rayon de courbure de cette 
nouvelle section qui est une section normale 


(a) 


V »+/'* + 

r cos’ a -j- as cos 1 cos 6 -|- t cos’ 6 


En rapprochant cette expression (a) de celle (1), on en 
conclut : 

(3) P = p' cos 0 ; 

c’est-à-dire que le rayon de courbure, en un point M {x,y, z) 
d’une courbe quelconque tracée sur une surface, est égal au 
produit du rayon de courbure de la section normale, menée sui- 
vant la tangente à la courbe, par le cosinus de l’angle que fait 
le plan de cette section avec le plan osculateur de la courbe. 

Si l’on ne considère que des sections planes, on peut encore 
énoncer le théorème qui précède en disant que le rayon de 
courbure d’une section oblique est la projection, sur le plan 
de cette courbe, du rayon de courbure de la section normale 
qui a même tangente au point considéré. 
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181. L’expression générale (a) se rapporte à un point quel- 
conque M de la courbe. Mais il e.st facile d’en déduire celle 
qui convient au cas particulier où ce point M est pris pour 
l’origine des coordonnées. En effet, mettons cette formule (a) 
sous la forme : 


P' 


ou sous celle 

W) 


» + A* + y* 


r 



+“Sâ+' 





Comme alors la normale à la surface devient l'axe des z, et 
le plan des xy celui tangent au point O fig. ( 29 ), on a 
P = O, g = 0. On a d'ailleurs, en désignant par <p l'angle que la 

tangente au point 0 faitavec l’axe des x, ^ =cos ip, ^ =sin p; 


donc substituant 


' ' ° r CO»* <p -J- as siii <f cos p < sui* <f 

Telle est l’expression générale qui donne le rayon de cour- 
bure d’une section faite dans la surface par un plan normal, 
et dans le cas où le point O, auquel se rapporte ce rayon, est 
pris pour origine des coordonnées. 


SECTIONS PRINCIPALES. 


182. Lorsque l’angle p varie de 0 à «, la courbure - d’une 

P 

section normale, représentée par le déncminateur de l’équa- 
tion ( 2 ), passe par une valeur maxima et par une valeur 
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minima que l’on peut se proposer de connaître. On obtient 
l’une et l’autre de ces valeurs, en égalant à zéro la dérivée 
du dénominateur de l’équation (a) ; on a ainsi 

(^ — r) a sin <p cos ç -f as(cos* ip — sin* <p) = o, 

ou ce qui est la même chose 

(i) *lang’(p4-(r— <)Umgo — s = o. 

Cette équation fournit pour tang ç deux valeurs réelles et 
de signes contraires dont le produit est égal à — i. Si donc <p, 

TC 

désigne un angle plus petit que - correspondant à l’une de 
ces racines, celui correspondant à l’autre racine sera évidem- 

TC 

ment ip, + - ; et si l’on substitue ces valeurs à la place de <p 

dans la dérivée du second ordre de -, qui est, 

P 

(a) 2 [t — r) (cos* (p — sin* p) — 8s sin ip cos p, 

on obtiendra deux résultats de signes contraires; d’où l’on 
conclut que l’une de ces valeurs correspond à un maximum et 
l’autre à un minimum. 

11 suit de là que, si par les directions déterminées sur le 

plan des x y, par ces angles f, et on mène, 'par le 

point considéré 0, deux plans normaux à la surface, ces plans 
se couperont perpendiculairement l’un à l’autre et détermi- 
neront par leur intersection, sur la surface, deux courbes 
planes qui seront celles de plus petite ou de plus grande cour- 
bure. On donne aux sections déterminées par ces plans le nom 
de seclions principales. 

183. La direction des sections principales étant détermi- 
née, il nous reste à trouver l’expression des courbures 
correspondantes. 

Prenons pour plans des x z et des y z les plans des deux 

TOME I. t7 
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sections principales. Les valeurs de <p correspondant au 
maxima et au minima de la courbure seront o et en sorte 

que l’équation (i) devra donner pour tang (pies valeurs o et oo, 

ce qui exige que s = o. L’expression de la courbure - devient 
ainsi 


(3) 


i = r cos’ <p 1 sin’ f , 
P 


et, en faisant successivement, dans cette expression, f = o 

<jÇ 

et 7 = -, on en déduit les expressions des courbures maxima 

* o 


et minima cherchées. On obtient ainsi, en nommant 
ces courbures. 



7 


P P 


D’après cela, l’expression (3) peut se mettre sous la forme 


(4) •; = i i 

PP P 

et comme cette dernière reste la même quand on y remplace 

7 par ? + “» on voit que deux sections normales, également 

inclinées sur une section principale, ont même courbure. 

Si l’on désigne par - la courbure de la section normale 
Pi 

dont le plan est perpendiculaire à celui de la section dont - 
représente la courbure, on aura 

(5) — = sin’ a -f- * cüs’ 9, 

Pi P P 

el, en ajoutant les équations (4) et (ôj. 
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P p« P ^ p"’ 

expression très-remarquable qui montre que la somme des 
courbures de deux section.s normales, perpendiculaires l’une 
à 1 autre, est constante et égale à la somme des courbures 
maxima et minima de ces sections. 


OUBIUCS t/üNE SURFACE. 


184, On nomme ombilics les points d’une surface où toutes 
les sections normales ont la même courbure. 

Reprenons l’équation (4) du n» (i8i), sous la forme 


C.) P ^ 


r-f- as 


que l’on obtient en remplaçant dans cette équation * par 
r 


sa valeur 


Puisque en un point ombilic le rayon de courbure doit 
avoir la même valeur quel que soit le plan normal qui y passe, 
il faut que l’expression (i) de ce rayon soit indépendante du 

rapport ^ qui détermine le plan normal, ou que l’on ait 


(a) 

r s < ’ 

les équations fournies par cette relation sont au nombre de 
deux, et, en les joignant à 1 équation de la surface, on déter- 
minera les coordonnées du point ombilic cherché. 
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En appliquant ces formules à l’ellipsoïde 
a* ^ 6‘ ^ r* 

dans lequel a > & > c, on a 

c*x c'y 


c*(A‘— y*) 
a'b'x' ’ 


c'-xy 

a'b'z^ 


c*(a* — x*)^ 
a'b'z* * 


par suite, on trouve pour les coordonnées des ombilics 



z = ±c 



b'—c' 

a'—c'" 


CALCUL DES BAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN POINT 
QUELCONQUE d’uNE SURFACE. 

185. Cherchons d’abord les équations qui déterminent la 
direction des sections principales. On les obtiendra en cher- 
chant à déterminer les valeurs des angles a et 6 qui rendent 
maximum ou minimum le dénominateur de l’équation (a) du 
n* (i8o), savoir: 

(i) rcos’ a-j-ascosacos6-l-<cos*6, 

avec la condition 

(a) (i-j-p*) cos’a-f zpq COS a cos G -j- ( i -f ÿ’) cos’G = i 

qui exprime que les angles a et 6 appartiennent à une tangente 
quelconque, et que l’on obtient en éliminant cos -j- entre les 
deux équations, 

„ , ( cos’ a -f- cos’ G 4- cas* v = i 

(3) i . 

{ cos T = P cos a q- a cos G 


Digilized by Google 


THÉORIE DE LA COURDURE DES SURFACES. 


261 


II nous faudra donc égaler à zéro les dilTérentielles des 
équations (i) et ( 2 ), ce qui nous donnera 

(r cos a + * cos 6) d coso-f-(»cosa-f' ^cos6)dcos6 = o 
[( 1 4" />’) cos o--\-pq cos 6J d cos » + [( i + ç’) cos ^-\-pq cosa] d cos 6 ; 

et éliminant ensuite, entre ces équations, les différentielles 
d cos a et d cos 6, on obtiendra 

r cos a * cos 6 É cos 6 -j- » cos « 

( 1 -l-p*)cosa+/>ÿcos6 (i +ÿ*)cos6-j-/>çcosa 
ou 

K' +?’)*“ 

(5) ( cos’ a ^ ' cos a ' ' ’ ' i t ! i 

( +!>?»•— (i+p’)s] = O, 

équation qui jointe à celles (3) déterminera la direction des 
sections principales. 

Pour obtenir maintenant l'équation qui donne les rayons 
de courbure correspondants à ces sections, nous ferons le 
calcul suivant : nous multiplierons les deux termes qui for- 
ment le premier membre de l’équation (4) par cos a, et les 
deux termes qui forment le second membre par cos 6, ce qui 
donnera 


r cos* a -}- s COS acos 6 i cos* 6 * cos a cos 6 

(i4-p*)cos*a-l-/3ycosacos6 (1 -f-ç’)cos*6-j-pÿcosacos6' 

et ajoutant ensuite, entre eux, les numérateurs et les déno- 
minateurs de chaque membre, on aura 

r cos* a 4- M cos a cos 6 4- t cos* 6 
( 1 4 -/>*) cos’ a 4 - cos a cos 6 4" ( » 4" ?*) 

fraction qui en vertu des formules connues se réduit à 5, et est 

égale à chacun des membres de l’équation (4)> On aura 
donc 
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( 6 ) 


r cos « + •' cos 6 
( I -j- l>') cos a -|- p(f cos G 
t cos G -f- oos B 
( ‘ "t" ?’) cos 6 -j- py cos B 


et si, entre ces équations (6), on élimine 


cos a 
cos 6’ 


on obtiendra 


(7) («+/>*+ÿ’)D*— D[(‘+; 3 *y+(«+(/’)c— wl+c/— »’=o, • 


ou parce que 


_ V^» + P*+ 9* 


ü 


( 8 ) 


(r< — s*(p’ — P v'i + p*+ 9 ‘ [( » + py + ( I + 9’)»- — 2/>9s] 

+ {«-l-p’+9’)’=o, 


équation qui est celle cherchée. 

Si l’on applique cette formule à l’ellipsoïde dont l’équation 
est 


fl* é* c* 


on trouve, pour l’expression des rayons de courbure principaux, 

O fl’ô’c* 

p’ + [«’ + 6’+c*-(x* + ÿ*+0]^ + ^ = o, 
en posant pour abréger 



On trouve de même pour le paraboloïde 



p._,(a_|.6 + 4x)^P + î^ = o; 
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et pour la surface dont l'équation est 

xyx = m*y 

p*-a(x* + y* + E‘)£ + ^=o. 

• r r 


A 
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CHAPITRE XIII. 


THÉOltlE DE L'INDICATRICE. 


DÉFINITION DE l’ INDICATRICE. 


18t5. On appelle indicatrice d’une surface, en un point 0 
de cette surface, la courbe qui résulte de son intersection 
avec un plan perpendiculaire mené à la normale au point O 
et à une distance infiniment petite de ce point. 

Nous allons démontrer que cette courbe infiniment petite 
est du second degré lorsqu’on néglige les quantités infiniment 
petites par rapport à ses dimensions, ou, en d’autres termes, 
qu’une autre courbe finie qui lui serait semblable tend vers 
une section conique à mesure que h tend vers zéro. 

Soit 

Z = F(z,y) 

l’équation de la surface courbe proposée. Prenons pour plan 
des ory le plan tangent au point O et pour axe des z la nor- 
male en ce point. Si on développe z d’après la formule de 
Maclaurin, on aura 



développement qui se rapporte à un point quelconque de la 
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surface. Pour obtenir celui qui se rapporte au point 0 origine 
des coordonnées, on fera 


(s)=- 

et l’équation précédente se réduira à 

== i (£)•*■+ ; (£)»’+•■ 


ou 


x=-rx'-\-$xy-\-~ ty* + 

3 a 


Si maintenant on fait z= A, h étant infiniment petit, et 
qu’on néglige les termes renfermés dans z de degré supérieur 
au second par rapport à z et y, on aura 


(i ) aA = rx’ -}■ 

équation qui représente une ellipse ou une hyperbole infini- 
ment petite dont le centre se trouve situé au point O. 


VARIATION DE LA COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 


187. L’indicatrice permet de démontrer les théorèmes pré- 
cédemment obtenus, et, en particulier, celui qui fait connaître 
la loi suivant laquelle varient les rayons de courbure des 
sections normales, autour d’un mémo point delà surface. 

Soient M, fig. (3o), le point dont il s’agit, MZ la normale 
à la surface au point M, et ÀBD la courbe que nous avons 
nommée indicatrice. Si par le point M on mène un plan nor- 
mal à la surface, ce plan coupera cette surface suivant la 
courbe MBC, et le plan de l’indicatrice suivant la droite AB. 
Or, la ligne OM étant perpendiculaire à celle OB et infiniment 
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petite ainsi que cette dernière, on aura pour le rayon de • 
courbure delà courbe MBC, 


_ ob" 

^ “ aOM’ 

d’où l’on voit, OB étant constant, que les rayons de courbure 
des diverses sections normales varient proportionnellement 
aux carrés des demi-diamètres de l’indicatrice, demi-diamètres 
qui sont les traces, sur le plan de l’indicatrice, des plans de 
ces sections. 11 en résulte que les sections faites dans la 
surface par des plans passant par les axes de l’indicatrice, 
sont celles de plus grande et de plus petite courbure, et, 
par conséquent, perpendiculaires l’une à l’autre. 

Lorsque l’indicatrice est une hyperbole, il faut considérer 
le plan de cette courbe mené de l’autre côté du plan tangent. 
Les deux indicatrices que l’on obtient ainsi sont deux hyper- 
boles conjuguées; et l’on voit que, dans ce cas, il existe deux 
sections dont le rayon de courbure est infini : ce sont celles 
qui passent par les asymptotes de l’indicatrice. 


DÉTERMINATION GÉOMÉTRIQDE DE LA COURBURE DUNE SECTION 

OBLIQUE. 

• 

188. La considération de l’indicairice permet d’obtenir 
très-simplement la courbure d’une section faite dans la sur- 
- face par un plan oblique. En effet, soient k,fig. (3i), un point 
quelconque donné sur la surface, BAD la section faite dans 
cette surface par un plan passant par la normale AZ ou par 
un plan normal, et CAD celle laite par un plan oblique 
passant par la tangente en A à la courbe, et faisant, avec le 
plan de cette courbe ou avec celui de la section normale, un 
angle 0. Si l’on remarque que les lignes DB, EG qui sont les 
traces, sur le plan de l’indicatrice, des plans des sections 
normales et obliques, ou seulement la moitié de ces lignes 
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OB, HG, peuvent être regardées comme égales, puisqu’elles 
ne diflèrent entre elles que d’une quantité infiniment petite 
du second ordre, l’expression du rayon de courbure f' de la 
section oblique GAE qui est, d’après le n* (i64), 


pourra s’écrire 


p' 


HG* 

aHA 



et comme le rayon de courbure de la section normale BAD est 

üb’ 

P = , on aura 

aOA 



ou parce que 


OA 

HA 

t 

P 


= cos 0 
= P cos 0. 


Ainsi, comme on l’a vu, le rayon de courbure d’une section 
oblique est égal au rayon de courbure de la section normale 
correspondante, multiplié par le cosinus de l’angle que fait 
le plan de la section normale avec celui de la section 
oblique. 


TANGENTES CONJUGUÉES. 




189. Si par deux points infiniment voisins M,M' pris sur 
une surface, on mène des plans tangents T, 'T à cette surface, 
l’intersection de ces deux plans est, à la limite, la tangente 
conjuguée de la tangente MM'. 

Deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux diamètres 
conjugués de l’indicatrice. 

En effet, le plan de l’indicatrice passant par le point M' est 


<1 
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parallèle au plan tangent en M, et l'intersection de ce plan 
avec le plan tangent en M' ou la tangente à l’indicatrice, est 
parallèle à l’intersection des deux plans tangents T.T. Mais 
cette intersection est aussi parallèle au diamètre conjugué de 
celui mené en M, lequel, à la limite, se confond avec la tan- 
gente MM'. Donc ces deux tangentes conjuguées sont parallèles 
i deu.x diamètres conjugués de l’indicatrice. 
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THÉORIE DES LIGNES DE COURBURE. 


ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES LIGNES DE COURBURE. 


190. On appelle ligne de courbure une ligne tracée sur une 
surface, et telle que les normales issues de ses différents 
points se rencontrent consécutivement. 

Cette définition est au fond défectueuse, car deux normales 
menées à une surface, par deux points quelconques, ne se 
rencontrent pas quelque voisines qu’on les suppose. Il est à 
remarquer cependant que, dans la direction des lignes de 
courbure, le rapprochement de deux normales infiniment 
voisines est plus intime que dans toute autre direction. Com- 
parée, en effet, à l’arc des extrémités duquel sont issues ces 
normales, leur plus courte distance est infiniment petite du 
troisième ordre, tandis que, pour toute autre courbe tracée 
sur la surface, cette plus courte distance est du même ordre 
que l’arc. 

11 en résulte que l’on peut considérer les normales menées 
par deux points infiniment voisins d’une ligne de courbure 
comme se rencontrant, lorsqu’on néglige les infiniment petits 
d’ordre supérieur au premier ; et, en partant de cette défini- 
tion, il est bien facile de parvenir à l’équation différentielle 
des lignes de courbure. 

En effet, soient x,y,z les coordonnées du point M, sur la 
surface donnée, et a: -f dx, y dy, z dz celles du second 
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point M', infiniment voisin du premier M. On aura pour les 
équations de la normale menée au point M, 

(i) ?-x-f /)(!: — 2) = O, 

’i— y + y(î— •s) = o; 

et pour celles de la normale infiniment voisine menée au 
point M', 

(a) ^—x — dx-\-{p-\-dp){i — z — dz) = o, 

T)_y_ rfy-f (ÿ-f dÿ) (ü — 2 — dz) =0, 

désignant, dans ces équations, les coordonnées cou- 
rantes. 

Pour exprimer maintenant que ces deux normales se ren- 
contrent, il faudra combiner les équations (i) et (a) entre 
elles, ce qui donnera, en négligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

dx -|- pdz — d/) (ç — z) = O, 
dy -I- ydz — dç (î — 2) = o; 

d’où l’on déduit 

r ._dx-\-pdz ^ _ dy-\-qdz 

S * — 1 9 V “* * — , } 

dp dq 

et, par conséquent, 

dx + pdz dy -(- qdz 

dp dq 

Mais on a 

dz = pdx-^qdy, 
dp = rdx -j- sdy, 
dq = $dx tdy. 

Donc 

dj(i -f-p*) -f pqdy _ dy(\-\-q*)-\- pqdx 
rdx sdy sdx tdy ' 
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et, en réduisant, 


(3) 


+ [??»• — (» + />’)*] = 0 . 


Cette équation ne difière de celle (5), du n* (i85), qui dé- 
termine la direction des sections principales, qu’en ce que 
cos a et cos 6 y sont remplacés par les quantités propor- 
tionnelles dx et dy. Elle donne, par conséquent, pour ^ les 

deux valeurs qui se rapportent aux tangentes des sections 
principales, et détermine, par suite, sur la surface, deuxlignes 
qui jouissent de la propriété d’être tangentes, en chacun de 
leurs points, aux sections principales, et de se couper rectan- 
gulairement. 

On s’assure, d’ailleui's, bien aisément que ces lignes se 
coupent à angles droits, et sont, par conséquent, perpendicu- 
laires l’une à l’autre, en prenant le plan des xy parallèle au 
plan tangent. On a alors p = o, q = o, et l’équation (5) se 
réduit à celle 

dont le produit des deux racines est égal à — i ; ce qui montre 
que les tangentes, menées aux lignes de courbure que repré- 
sente cette équation et qui se coupent au point M, sont perpen- 
diculaires entre elles, et, par suite, que les directions des 
courbes auxquelles elles appartiennent le sont aussi. 

191. Si on élimine maintenant r- entre les deux équa- 

dx 

tions auxquelles équivaut la suivante : 

dx (t p'} + pqdy dy{\ g') -]rpqdx 


Ç— x = 
on obtient 


rdx -f- sdy 


tdy -f- sdx 


{ 5) (r<— «’)(!;— z)’[( I -}- q')r—ipq$-\-[ i *)+ ' +P*+ 


y 
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équation qui ne diffère de celle (7), du n* (i85), qu’en ce 
que ^ y est remplacé par — a) ; d’où il suit que l’expres- 
sion — z) v/i -t- p’ + 9% qui représente la portion de la 
normale comprise entre le point M de la surface et celui où 
cette normale est rencontrée par celle infiniment voisine, est 

égale à g \/i +p* + q* ou p ; c’est-à-dire que les distances 

du point de la surface aux points de rencontre des normales 
infiniment voisines sont égales aux rayons de courbure des 
sections principales; et l’on en conclut que le point où deux 
normales infiniment voisines se coupent est précisément le 
centre de courbure de la section principale. 

192. Lorsque l’équation de la surface est donnée sous la 
forme implicite 

(1) F(j,y,z) = o, 

on a alors, pour les équations de la normale au point {x,y,z), 


(a) 


/r X «/P ,r ^ 

,(S_x) JJ =. 

I, 1<'P 


désignant toujours les coordonnées courantes; et pour 
que celte normale rencontre celle au point voisin dont x -|- dx, 
y dy, Z dz sont les coordonnées, il faut que les équa- 
tions (2) soient compatibles avec celles qu’on obtient eu les 
différentiant ; il faut donc que l’on ait 


(3) 




1 I 

+ ~r a 1=0, 
dx 

— dz = o. 
dtj 


Éliminant (5 — x), (r, — y), (ÎJ — s) entre ces équations et 
celles (2), on trouve 
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( 4 ) 

Mais 




dxdz 


dz, 


/rfF\ _d*F d*F ^ 

(dx/ dx' ^ dxdy ^ 

4 ?)= — 

\d\f/ dxdy 
. /d?\ rf’F , d*? rf»F 


, d’F . , d'F , 


substituant ces valeurs dans (4), on obtiendra une équation 
du second degré entre dx, dy, dz, et à laquelle on devra 
adjoindre l’équation différentielle de la surface ou 

~dx+ -i/y+ -^dz=o. 

193. Examinons, en particulier, le cas où le plan tangent 
étant parallèle au plan des xy, les tangentes aux lignes de 
courbure sont parallèles à l’axe des x et à celui des y. On a, 
alors 

, dF dF 

■'' = "'5ï = °- 3ÿ=» 


et l’équation (4) se trouve satisfaite par les valeurs dx = o, 
dy = O, ce qui réduit cette équation à l’une des deux formes 
suivantes : 



TUME I. 
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équations qui deviennent, à cause que l’on a dans (5), 
dx = 0, dz = O, et dans (6) dy = o, dz = o, 



d 

et, comme d’ailleurs ^ n’est pas nul, il en résulte : 



d*F 

= O. 

dxdy 

Telle est la condition néces.saire et sulTisante pour que, au 
point de la surface où le plan tangent est parallèle au plan 
des J'y, les lignes de courbure soient tangentes aux axes de 
coordonnées. 


SURFACE LIEU DES NORMALES. 

194. Les normales menées à la surface par tous les points 
d’une ligne de courbure forment une surface développable, 
puisqu’on peut admettre que ces normales se renconlreiit con- 
sécuiivemeiii. Les interseciions de ces normales consécutives 
tracent, sur la surface développable, une courbe qui est 
l’arête de rebrous.sement de la surl<ace, et aussi le Jieu Ues 
centres de courbure correspondants aux points de la ligne de 
courbure considérée. La éliminant x, y, z entre l’équation de 
la surface donnée 


F(x,y,z) = o, 

celles de la normale 

+ i) = 0, 

’I — .V+5(C— *) = o» 
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etl’ équation (5) du n“ ( 190 ), savoir: 

+ [/»ÿr — (i +/>’)s] =0, 
on obtiendra l’équation de la surface dont il s’agit. 


SURFACE LIEU DES CENTRES DE COURBURE. 

105. En concevant tracées sur la surface toutes les lignes 
de courbure, et considérant les surfaces développables qui 
leurs correspondent, on aura deux séries de surfaces qui se 
couperont orthogonalement, et sur chacune d’elles se trouvera 
tracée l’arête de rebroussement, lieu des centres de courbure 
des lignes considérées. L’ensemble de toutes ces arêtes 
formera une surface cjui sera le lieu de tous les centres de 
courbure de la surface donnée, et qui se composera, en gé- 
néral, de deux nappes sur lesquelles se trouveront placés 
respectivement tous les centres de première et de seconde 
courbure. En éliminant x, y, z entre l’équation de la surface 
proposée 

*•'{•^,^,1) = O, 

celles de la normale 


ç— x-|-p{i:— z)=o, 

’i— y + 9(5— *)=o> 

et l’équation (5) du n’ ( 191 ), savoir : 

(rf— *)’(!;-=)•+ [(1+9*) r—ipqs-{- ( 1 4-p*)I (Ç— z) + 1 -f p*+ q*=o, 
on obtiendra l’équation de la surface dont nous parlons. 
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APPLICATIONS. 


106. Considérons l’ellipsoïde dont l’équation est 


, y' , 2 * 

à 


• ^ 6 * ^ c* 


On a par la difTérentiation 

c*y 


a‘z 


aW ' ~ 






et, par suite, d’après l’équation (3) du n° ( 190 ), 

+ [6*(a*—c*)x*+«’(c’—**)y*— 

ou en posant 


+ 6V-aVy=o, 


a’(a*— 6 *) 

^ — 6*(a‘— c*)’ O*— c* ’ 

© © (^*-Aÿ*— B)— xÿ = o. 

Considérons encore le paraboloïde elliptique dont l’équa- 
tion est 

y’ 


on aura 


Z = 1- —, 

aa ‘ afc 


X y 1 1 
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substituant ces valeurs dans l’équation (3), puis faisant, pour 
abréger, 

A = ^, B = a(a-é), 

il viendra pour l’équation dilférentielle des lignes de courbure 
du paraboloïde elliptique 

(È) B)-Xÿ=o. 
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SYSTÈME DE COORDONNÉES CURVILIGNES ORTHOCdNALES. 

197, Considérons les trois équations 
[ P = 

(') P, = 

I Pi=Ft(^.!/.^). 

dans lesquelles x, y, z désignent des coordonnées rectan- 
gles, et p,, P,, des paramètres variables. Chacune d'elles 
représentera une famille de surfaces, et l’ensemble de ces 
trois familles constituera un système triple de surfaces pro- 
pres à déterminer par leurs intersections tous les points de 
l’espace. On donne aux trois variables p, p,, p,, qui y figurent, 
le nom de roordontiéei curvilignes. 

Le cas où les trois surfaces (p), (p,), (p,) se coupent à an- 
gles drüts mérite d’être remarqué. Alors le système est dit 
orlliogoiial. Posons 



expressions auxquelles M. Lamé a donné le nom de paramé- 
tres différentiels du premier ordre. 
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Les cosinus des angles que forment, avec les axes des coor- 
données, les normales à nos trois surfaces seront respecti- 
vement 


l.'lh 

hdx' hdy’ hdz' h^ dx' h^ dy' dz’ di' h, dy’ h, dx ’ 

et l’on aura, par conséquent, pour les conditions de l'ortho- 
gonalité, 

dp rfp, rfp fl'p, dp rfp, 

dx dx dy dy dz dz 

^ 4. ^ j_ fîf. IPj 

dx dx dy dy dz dz 

dx dx dy dy dz dz 

Eu égard à des formules connues de géométrie analytique, 
on a encore, entre ces neuf cosinus, les relations 

dy dz ) ’ 

'/p.\ 

dz dx) ’ 

Ùl ^Pj\ 

dx dy)' 

et six autres semblables relatives à a, et p,. 

198. On peut, dans le système qui nous occupe, exprimer 
très-simplement les dérivées partielles de x, y, z par rap- 
port à p, p|, P,, en fonction des dérivées partielles de p,p,, p,, 
par rapport à x, y, z. En effet, on a 


dx \dz dy 


(4) 


-P. 

dy 


^p, 

dy 

— ('lîxih. 

A, A, \dx dz 


= ih _ 

dz A, A, \dy dx 




dx dx , dx , 


On a d’ailleurs 
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du 


dz 




dx 


rfp. = :^dx+^rfÿ + ^rfz; 


substituant pour dp, dp,, dp^ ces valeurs, et égalant de part 
et d’autre les coeflicients des différentielles dx, dy, dz, on 
trouve 



dx dp dx dp, dx dp, 

dp dx dp, dx dp, dx ’ 

dx dp dx dp, dx dp, 

dp dy dp, dy dp, dy ’ 

dx dp dx dp, dx dp, 

dp dz ' dp, dz dp, dz ’ 


Si maintenant on ajoute ces trois équations, après les avoir 

multipliées respectivement par ^ , puis par 

d’, dp, ^ „ dz, dp. dp, 

■y^, — et enlin par on trouvera, eu égard 

dy dz ‘ dx dy dz' ^ 

aux formules ( 2 ) et (3), 


dx dp,_ ^ 
dx~ dp' dx“"‘dp.’ dx~ 'dp,' 

d’où 

dx 1 dp dx 1 dp, dx i dp, 

dp h' dx' dp, h},dx' dp,~ h', dx’ 


On trouverait de même 

dy JL ^ * dp, 

dp A* dy' dp, ~ A*, dy ’ dp, ~ A‘, dy ’ 

dz 1 dp dz 1 dp, dz i dp, 

d^~T'Tz df,~ld,lü' d^,~ld,ll' 

formules qui sont d’une grande utilité pour les transfor- 
mations. 
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Au moyen de ces relations, celles ( 2 ) et (3) peuvent s’é- 
crire 


1 

/d.r\ * /d 

y \ * / d 

':\* 


\7i) 



1 


1 / \ * /A 

'z\* 


iv) + (î 

j)^k 


1 

/dx\* (d 

'dV , (à 



(di;) + (d 


?) ’ 


dx 

dx 

+ 


dy 

+ 

dz 

dz 

dp 


dp 

dp. 

dp 

~r =°» 
dp. 

dx 

dr 

1 

dy 

dy 

1 

dz 

dz 

dp 


+ 

dp 

dp. 

“T 

dp 

dp, 

dx 

dx 

1 

d'J 

dy 

1 

dz 

dz 

^Pi 

dpt 

+ 

dp, 

dp. 

“T 

dp. 



199. Nous allons actuellement nous proposer de calculer en 
fonction des coordonnées curvilignes p, p,,p,, l'expression 

rfx* c/ÿ* di' 

à laquelle M. Lamé a donné le nom de paramétre différen- 
tiel de second ordre de la fonction F, et qu'il représente par 
la notation symbolique a, F. 

On a 

rfF dF dp dF dp, rfF dp, 

dx dp dx' dp, dx dp, dx ’ 

puis 

^ = ^(!!î.W^(ûiW CT CT ' 

dx* dp* \dx) ‘dp,* \(tx j \<^pj’/ \dx/ 

^ d*F dp, dp, ^ d*F dp, dp 
dp, dp, dx dx ' dp,dp dx dx 
dT dp dp, dF d*p dF d*p, dF d*p, 

^ dpi/p, dx dx dp dx, dp, dx* dp, dx* ’ 

d*F d*F 

et deux autres expressions semblables relatives à et ^ 
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En ajoutant ces troi.s équations et ayant égard aux rela- 
tions (5), on trouve 


a.f = A + ^ + ^ 


dF /'/’p rf’p ri*p\ 

6/p, \'/x‘ dÿ* dz*J 

^ /^p, d*p, , 

dp, \dx* ~'"dy* d 2 '/’ 


expression dans laquelle rentrent les trois parîimètres différen- 
tiels du second ordre des fonctions p', p',,p,. Pour les calculer, 
nous différentierons la première des équations (4) par rap- 
port à y et la seconde par rapport à x, ce qui nous donnera, 
en égalant les résultats, 

d ( -P-' Ùi — !!h 
i'jl't oy dy dz J 

dy 

_h_ /d^ ^ d’p, _ i^’Px\ 

/i,^, \dzdy dy dy* dz dz dy* dy dydz) 

=: d — ('^ — ^ ) 

/i,é, \ux dz dz dxj 

dx 

_L JL ('Ü^ _ !ÜIl _l “lîi 1^1. _ ^!h '^’pA • 

/»,/(, \ dx* dz dzdx dx dx dxdz dz dx*/ ’ 

et ajoutant et retranchant quelques termes qui se détruisent, 
puis remarquant que 

dt^' d^J* ^ d^^^ d^-h 

dz dx dz dy dz dz dz 

dx dp, dy dp, ~ dz dp, dp,’ 

on obtiendra 
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JL Ls [ f P* -i- ü[!f* 4- LL _L A* ^ 4- ^ Al tJl 

h^h, (/; \dx’ dy' de’/ * dp, dz ’ dp, 


_ A (Lh 4_ LL. 4. LL 4_ A* L A a« 

^,A, l^dî \dx* ' dy' ~ dz' ) ' dp, J dz ' dp, 

On aurait de même 

r d^^^1 dJL 

jLlLilLh^Lp'^LL^h* L/\4.Lh' LL 

A, A, dy \dx' dy' dz' J ^ ' dp] \ ^ dy ' dp. 


±_ :^p, 4. A’ 4_ LsA 4- h' 

A, A, dx\dx' dy' dz' ) ’ 


, ^ , A A 

dx ' dp. 


En ajoutant ces trois équations, après les avoir multipliées 

dp, dp, dp, 

respectivement par "JA dy' d’ ' trouve 


_L (Lf' 4 -^ 4 - Lîl\ 4 

A*, \dx' dy* dz' J 


et de la même nianière 


> M'P, ■ d'p, d*p,\ ° 

A’, \dj;* dy' dz' J ' dp, 

±(J!i + £î+Jl]L— 

A \dx' ^ dy' ^ dz')^ dp 


dlog = 0 ; 


dlog -J- =°' 


dlog-^=o- 


Digitieed by Coogle 



284 


i.ivnE III. — chapitp.f. XV. 


D’après cela, l’expression de A, F, trouvée plus haut, devient 
A,F = hhji^ 


h dV h, dF h* dF' 

/i,/i, dp hji dp^ AA, f/p, 


dp 




dpt 


THÉORÈME DE M. CHARLES DUPIN SUR LES SURFACES ORTHOGONALES. 


200. Ce beau théorème consiste en ce que si trois séries de 
surfaces se coupent orthogonalement, les lignes d’ intersection 
de ces surfaces seront, pour chacune d’elles, des lignes de cour- 
bure. 

Soient 

( F(-c,.V,2) = P> 

(0 \ = Pp 

r F,(x,y, 2 ) = p,, 

les équations de trois séries de surfaces que nous suppose- 
rons se couper partout à angles droits. Admettons qu’on ait 
pris pour origine des coordonnées le point où se coupent 
trois surfaces du système considéré, et supposons, en outre, 
que les plans tangents à ces trois surfaces, soient respective- 
ment ceux des xz, des xg et des yz. Les surfaces (i) se cou- 
pant partout à angles droits, on aura identiquement 


dF 


1 

dF 

dF, 

! 

dF 


dx 

dx 

+ 

dy 

dy 

+ 

dz 

dz ~ ’ 

dF, 

dF. 

1 

dF, 

dF, 

+ 

dF, 


dx 

dx 

+ 

dy 

dy 

dz 

dz — ’ 

dF, 

dF 

+ 

dF, 

dF 

+ 

dF. 

dF 

dx 

dx 

dy 

dy 

dz 



et, en différentiant la première de ces équations par rapport 
à X, la seconde par rapport à y et la troisième par rapport à z, 
on obtiendra celles identiques. 
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dF (i’F, rfF, rf»F d»F rfF, 
dx dx* ' dx dx' ~ dxdy dy 
dF d*F, d>F dF, dF rf»F, 

dy dxdy dxdz dz ' dz dxdz **’ 
dF. rf’F dF. d»F, dF, d»F. 
dx dxdy ~ dx dxdy ' dy dy* 
dF.d»F, dF. d*F, dF. d»F. 

dy dy* ^ dz dzdy ' dz dzdy ’ 
dF, d*F ^ ^ d*F 

dx dxdz ~ dx dxdz ' dy dydz 
^ d% I ^ ^ _ 

dy dydz dz dz, dz dz* 

Or, l’origine étant un point où se croisent trois de nos 
surfaces, on aura x = o, y = o, s = o ; et, de plus, la pre- 
mière surface étant tangente au plan des xz, la seconde à 
celui des xy, et la troisième à celui des yz 

dF dF dF, dF, dF, dF, 

dx“°’dz“®’ dy~°'l^~°’ dz 

En ayant égard à ces équations celles (a), (3), (4) se ré- 
duisent à 

^ _ 

dy dxdy dz dxdz ’ 

dF,d«F, dF. d«F.^^ 

dx dxdy dz dzdy 

Ë!j 4- — ^ — 

dx dxdz dy dydz 

Combinant entre elles ces dernières, on en déduit 
d*F dF, d*F, dF 

1 — î. O, 

dxdz dx dzdy d y 

d»F, dF d*F dF, __ 

dxdy dy dxdz dz ’ 

d«F , dF, d»F, dF, _ 

dxdy dx dydz dz ’ 
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et de là on tire enfin, en ayant égard aux précédentes, et 
dF, dF rJF, 

remarquant que —, ne sont pas nuis, 

d»F _ d'F _ d'F _ 

dxdz **’ dxilff dydz 

équations qui expriment que les lignes de courbure des trois 
.surfaces qui se coupent à l’origine sont tangentes aux axes 
des coordonnées; d’où l’on conclut, l’origine étant un point 
arbitraire de l'espace, que chaque courbe d’intersection est 
tangente, en chaque point, à l'une des lignes de courbure des 
surfaces sur lesquelles elle esi tracée, et que, par conséquent, 
celte interst'Ction est elle-niôuie une ligne de courbure. 


SYSTÈME FORMÉ PAR DES SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND 

DEGRÉ. 


201. De tous les systèmes de coordonnées curvilignes, le 
plus remarquable est celui dans lequel un point quelconque 
de l’espace est déterminé par l’inteisection de trois surlaces 
du second degré dépendantes chacune d’un paramètrevariable. 
Ainsi, en nommant X, [a, v ces trois paramètres, iin point 
quelcontjue de l’espace peut être défini comme l'intersection 
des trois surfaces 



auxquelles on a donné le nom de surfaces homofocales En 
supposant 
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la première représente un ellipsoïde, la seconde un parabo- 
loïde à une nappe et la troisième une hyperboloïde à deux 
nappes. M. Lamé rjui a fait un fréquent usage de ce système, 
a donné aux trois variables jx, v, qui y figurent, le nom de 
coordonnres elliptiques. 

Les trois coordonnées orthogonales x, y, z sont liées à celle 
X, ji, V par les trois équations (i), ou par celles qu'on en 
déduit par une élimination convenable, et qui sont; 


V b') — V* 

(a) y = 

b^c' —b‘ 

^ (X* — c'i (c* — ijt') ic' — v‘) 

2 = 

Cy' c’ — b’} 

202. Quand on substitue, comme on le fait quelque fois, aux 
trois surfaces que nous venons de considérer, une variéié de 
ces surfaces, la splière, par exemple, à l’ellipsoïde et les deux 
cônes obliques à b.ases ellipiiques aux deux liyperboloides, 
alors, en nommant p le rayon de la sphère, on a 

I -r’ + + =’ = P\ 

la-* I/’ s* 

(3) I (X* |x’ — b* c‘ — [x* 


et les trois coordonnées rectangulaires x, y, z sont liées, 
dans ce cas, à celles elliptiques p, [x, v par les trois équations 
(3), ou par celles qui s’en déduisent, savoir : 
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w 



.y=p . , ■ — * 

biij c* — b‘ 

\/(c’ — (l’)(c’ — V*) 
a = p — . 


On peut aisément vérifier que les surfaces représentées par 
les équations (i) se coupent partout k angles droits, et for- 
ment, par conséquent, un système triple de surfaces ortho- 
gonales. En effet, les plans tangents à ces trois surfaces, au 
même point (j-, y, z) ou ()-, p, v), ont pour équations 









et ces trois plans sont perpendiculaires entre eux; car les 
valeurs de x, y, z données en fonction de X, p, v conduisent 
aux relations 



1 y' 

2* 


^ (X*— 6') ([A*— 6‘) 

— |x') 

a* 

y' 

2* 

xs* 

(X‘ — è»j (6« — v’) 


X* 

y' 



(jx* — b*) (6* — v’) 

‘ (c* |l’) (c’ — v’J ’ 


qui expriment que les cosinus des angles que font entre eux 
les plans tangents sont nuis, et, par conséquent, que ces 
plans sont perpendiculaires entre eux. Ainsi, une surface quel- 
conque de l’un des systèmes (i) coupe normalement toutes 
celles des deax autres systèmes. 
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Forcé de nous limiter, nous devons borner là ce que nous 
avions à dire sur la théorie des coordonnées curvilignes. Ceux 
qui voudront de plus amples détails les trouveront dans l'ou- 
vrage que M. Lamé a publié sur cette matière, et où ce grand 
géomètre a pris soin de résumer ses belles découvertes et de 
les étendre. On pourra consulter -aussi, avec fruit, les Mé- 
moires de M. Aoust sur les coordonnées curvilignes quel- 
conques, et l’ouvrage que ce savant vient tout récemment de 
faire paraître sous le titre d’Analj/te infinitétimale des courbes 
tracées surune surfaeequelconque,ou\ra.ge presque entièrement 
original, et qui, par la beauté du style et la profondeur des 
vues qu’on y expose, assure à son auteur un rang distingué 
parmi les géomètres. 


CHAPITRE XVI. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES DES DIVERSES 
CLASSES DE SURFACES. 


SCBFACtS CYUNDRIQDES. 


208. On appelle surfaces cylindriques celles engendrées par 
une droite qui se meut parallèlement à une direction fixe, en 
s’appuyant constamment sur une courbe donnée que l’on 
nomme directrice, ^ 

Cherchons d’abord l’équation, en quantités finies, de ces 
surfaces. Soient 

. , F = O, 

* F,(x,y, 2 )=o, 

les équations de la courbe directrice, et 


( 3 ) 


X = ûï + a, 

y = iz+6, 


celles d’une génératrice quelconque : a et 6 sont des quantités 
constantes pour toutes les positions de la génératrice, et 
a et 6 des quantités qui varient d'une génératrice à une 
autre. 

Pour exprimer que cette génératrice est rencontrée dans 
toutes ses positions par la courbe directrice, il faut éliminer 
X, y, Z entre les équations (i) et (»), ce qui donne 

(3) <p(a, 6) = o; 
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et éliminant ensuite a et 6 entre cette équation et celles ( 2 ), 
on obtient 

<p(x — az, y — iz) = o 
OU 

(4) X — az=^»(y — ôz), 

équation dans laquelle t}< désigne une fonction arbitraire, et 
qui est celle, en quantités finies, des surfaces cylindriques. 

Pour obtenir maintenant l’équation aux différentielles par- 
tielles de ces surfaces, nous ditl'érenlierons l'équation (4) par 
rapport à x, puis par rapport à y, ce qui nous donnera 





6^=aç'(x-«z) 


dz 

dy’ 


et éliminant alors la fonction arbitraire <p' (x — az), nous 
obtiendrons 


(5) 


dz dz 


équation qui est celle cherchée. 

On parviendrait directement à cette équation en remarquant 
que le plan tangent, en chaque point delà surface cylindrique, 
est parallèle aux génératrices. 


SURFACES CONIQUES. 

204. On appelle surfaces coniques celles engendrées par 
une droite qui passe par un point fixe, en s’appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée. 

Soient a, 6, y les coordonnées du point fixe, et 

, . I F = O, 

lF,(x,y,z)=o, 
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les équations de la courbe directrice; celles d’une génératrice 
quelconque seront 

|X — a = «(z — f], 

W ly-6=6(z-7), 


a et 6 étant des quantités qui varient d’une génératrice à une 
autre. 

Pour exprimer maintenant que la courbe directrice est 
constamment rencontrée par la génératrice, il nous faudra 
éliminer x, y, z entre les équations (i) et (a) de ces lignes, ce 
qui nous donnera 

(3) î(».5) = o; 


éliminant ensuite a et 6 entre cette équation et celles (i), on 
obtiendra 


T 



OU en résolvant par rapport à 




équation qui est celle, en quantités finies, des surfaces coni- 
ques. 

En différentiant cette équation (4) par rapport àx, puis par 
rapport à y, on a 


(x-c)-(ÿ-«)(^) 

(Z — Cj’ 



{y -b) 
(z — c)* 


L (x— c)’ J' 
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' ( iJC — ~ q\ I 

Eliminant ^ — -j entre ces équations, on trouve 


(5) (z_e) = (x-a)g+(y-ô)^. 

C’est l’équation aux dUTérentielles partielles des surfaces 
coniques. 


SURFACES CONOÏOES. 

205, On appelle surfaces conoldes les surfaces engendrées 
par uije droite qui rencontre constamment une autre droite 
et une courbe donnée, tout en restant parallèle à un plan 
fixe que l’on nomme plan directeur. 

Prenons pour axe des z la droite donnée, et pour plan 
des xy le plan directeur. 

Soient 

\F,{x,y,z) = o, 

les équations de la courbe qui sert de directrice; celles de la 
génératrice seront 

(ü) Z = a, y = 6x, 

et en éliminante, y,zentre les équations (i) et ( 2 ), on obtiendra 
une équation 

(3) ip(a,6)=o 

qui exprimera la condition de la rencontre de la génératrice 
avec la courbe directrice. Éliminant ensuite a et ê entre cette 
équation (3) et celle ( 1 ), on aura 

(4) 0“ "=<'(1)’ 

équation qui est celle, en quantités finies, des surfaces 
conoîdes. 
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Pour obtenir l’équation aux différentielles partielles des 
mêmes surfaces, nous différentierons cette équation (4) par 
rapport à puis par rapport à y, ce qui nous donnera 


dz 

dx 



dz 





1 

X 


et, éliminant ensuite la fonction <{/' entre ces équations, nous 
obtiendrons 


(5) 


dz , dz 


équation qui est celle cherchée. 


SURFACES DE RÉVOLUTION. 

206. On appelle ainsi les surfaces engendrées par la révo- 
lution d’une ligne, autour d’une droite fixe, et de manière que 
chacun de ses points décrive un cercle ayant son plan per- 
pendiculaire à la droite fixe, et son centre situé sur cette 
droite. 

Soient 

X = az -j- 771, y = ôz -|- 7» 

les équations de l’axe de révolution. On peut considérer un 
quelconque des cercles dont se compose la surface comme 
l’intersection d’une sphère ayant son centre placé sur l’axe 
et d’un plan perpendiculaire à cet axe. Si donc l’on suppose 
que ®=a, y = 6, z = o soient les coordonnées de ce 
centre, on aura pour les équations du cercle dont nous 
parlons 

f ax+by + z = c, 

{(x-a)' + (y-6y+z* = R>, 
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et, par suite, 

(3) (p(c,R*) = o ou c = <HR*); 

car c et R* sont ici des quantités constantes pour un même 
cercle, variables d’un cercle à un autre, et, par conséquent, 
fonctions l’une de l’autre. 

En éliminant donc c et R* entre les équations (1) et (a), on 
obtiendra 

(3) (x — o)*-f (y — 6]‘+i* = «Kaar-f ôy+ 2 ), 

équation qui est celle générale des surfaces de révolution. 

En différentiant cette équation par rapport à x, puis par 
rapport à y, on trouve 

« + ^ [(X - «)* + (y - 6)* + 2*] [(X - .) + X g] , 

*+ ^ = [(^-«)’+(y-6)‘ + î’] [(y-ej+zg], 

et éliminant la fonction arbitraire <{<' entre ces équations, on 
obtient 

(4) a(y— 6) — b (x— a) + (y— 6— 62) ^ -}-(az— x+ ct~ = o, 

équation aux différentielles partielles des mêmes surfaces. 

207. Si l’on prend l’axe des z pour l’axe de révolution, on 
a alors 0 = 0, i» = o, a=o, 6 = 0; l’équation (4) devient 


dz dz 



et celle (5) se réduit à 

2 = «|«(x’ + y‘). 
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SUBFACES DÉVELOPPABLES. 


208. On nomme surfaces développables celles qui, comme 
les cylindres et les cOnes, peuvent s’étendre sur un plan sans 
déchirure ni duplicature. 

Toute surface développable peut être regardée comme 
engendrée par les intersections consécutives d’une suite de 
plans, menés d'après une loi quelconque. En partant de cette 
définition, il est bien facile d’obtenir l’équation de la surface 
développable qui est alors l’enveloppe des positions d’un plan 
mobile. 

En eilet, soit 

( I ) x/{a.) + ÿŸ(a) H- 2<K«) = 1 

l’équation du plan mobile. Celle du plan infiniment voisin 
sera 

(a) x/'(a)-(-ÿ<i.'(ii)4-z4/'(a) = o, 


et l’équation de la surface développable, lieu des intersections 
successives de chaque position du plan mobile, avec la posi- 
tion infiniment voisine, résultera évidemment de l’ébmination 
de a, fonction de x et y, entre les équations (i) et (a). Cette 
élimination a été faite n“ (62) et donne 


(3) 


OU 


fl’z d*z / d*x \* 

dx' dy* \dxdy) ° 

rt — «* =0. 


Telle est donc l’équation différentielle qui appartient aux 
surfaces développables. 

209. On peut encore considérer une surface développable 
comme étant le lieu des tangentes à une courbe tracée sur la 
surface, et que Monge a nommé l’arête de rebroussement de 
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cette surface. En partant de cette définition, il est bien facile 
de parvenir à l’équation différentielle de la surface. 

En effet, soient 

(i) x=«p(z) et y = 

les équations de projection de l’arête de rebroussement. Les 
équations de la tangente, en un point (a,S,Y) de cette courbe, 
auront pour expressions : / 

(a) * — ?(ir) = ?'(T)(2 — t). 

(3) y— Ht) = f (7) (Z -T). 

et l’équation du lieu des tangentes à la courbe proposée ou 
celle de la surface développable, s’obtiendra en éliminant y 
et les fonctions arbitraires f et entre les deux équations 
(a) et (3). 

Or, eu différentiant successivement ces deux équations par 
rapport h z et à, y, on en déduit 


■ = g?’(r) + ?"(T)(r-T)g, 




et si, entre ces quatre équations, on élimine (z — y) 
dv 

(2 — ï) J et Y, on obtiendra une relation de la forme 
‘'dy " 



dans laquelle il rentrera encore la fonction arbitraire F. Éli- 
minant cette fonction arbitraire F, on aura donc n* (6a) 


Digitized by Google 



298 


LITRE III. — CHAPITRE XVI. 


OU 


£zdjz_ (à£_y _ 
dx' dy* \dxdyj ” 


rC — s* = O, 


équation qui est celle cherchée. 

SURFACES RÉGLÉES. 


210. On nomme surfaces réglées, celles qui sont engen- 
drées par le mouvement d’une droite. Les surfaces dévelop- 
pables sont un cas particulier de celles-ci. Toute surface réglée 
qui n’est pas développable est dite surface gauche. 

Soient 

j Z =X<p{ «)-}-«, 

|ÿ = X«Ka)-}-it(a), 


les équations d’une droite mobile. En donnant au paramètre a 
une série de valeurs consécutives, la droite (i) se déplacera 
successivement dans l’espace et engendrera une surface ré- 
glée. L’équation de la surface résultera donc de l’élimination 
de a entre les équations (O. 

Or, si l’on différentie ces équations en y regardant a comme 
une constante, on aura 


(a) dz = <f[a)dx, 

(3) dy = ^{<t)dx; 

et comme dx = pdx -f qdy, il en résultera, en substituant 
dans (a), 

pdx + qdy = <f{a.)dx, 


OU en divisant par dx et remplaçant ^ par sa valeur tirée 

dJP 


de (3) 

(4) P + ?'}' (») = ?(«). 


DilTérentiant de nouveau et regardant a comme constant, on 
aura 

dp-hdÇ'H<*) = o, 
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OU en remarquant que 

dp = rdx +*dy, 
dq — sdx -j- tdy, 

rdx 4- + '1' («) {sdx -f ) = O ; 


c’est-à-dire, en divisant par dx et remplaçant ~ par sa va- 

dx 

leur t{< (a), 

(5) r-f-S'Hal-f «1/ (a) [j-f- /.]/(«)]= O 


résultat qui ne contient plus que la seule fonction arbitraire <{/. 

En différentiant une troisième fois, on aura, a étant toujours 
constant. 


et comme 


il en résultera 


( 6 ) 


dr -I- *<j/ (a) -f 4/ (a) [di -f dt^ («)] = O ; 

, d*z d^z 

dr = — dx — ■ dy, 

dx* dx*dy ^ 

, d*z d*z , 

‘'*=5îv,'^+S5p''i'- 

^ <^yt 
dy‘dx ‘ dy* * 


d*n , d*z 
— , dx -j- — — dy 
dx* dx‘dy ■' 


+ a'K“) (; 


d*z d*z 

dx-\- 


i<^y) 


\jdx*dy dxdy 


Divisant cette équation 


par dx et remplaçant ^ par sa va- 


leur (a) ; puis éliminant <}( (a) entre les équations (5) et 
(6), on obtiendra enfin l’équation générale des surfaces ré- 
glées qui sera du troisième ordre. ^ 
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NOTE. 


DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS RATIONNFJ,LES EN FRACTIONS 

SIMPLES. 


1. Soit 

«Kx) 

une fonction entière et rationnelle de x, tj/ (x) étant du degré 
m et f (x) d’un degré moindre, ce que l’on peut toujours 
obtenir par la division. Proposons-nous de décomposer cette 
fonction en fractions plus simples ayant pour dénominateurs 
les facteurs premiers de <j- (x). 

Supposons qu’ayant écrit l'équation 


<Hx) = o, 

on ait déterminé les m racines que cette équation comporte, 
racines que nous représenterons par a, à, c... k, en les sup- 
posant d’abord toutes inégales ; et soient A, B, C... K des con- 
stantes indéterminées. Posons 


(«) 


4--JL. 

4<(x) X — a~^x — A "* X — c X — k’ 


il s’agit de déterminer les valeurs de A, B, C... K capables 
de vérifier cette identité. 

En multipliant les deux membres de cette équation par 
<{« (x) , on en déduit 


? (x) = A 


X— a 


+ B 


■Kj) 

X — b 



+ .•• + 


K 


X — k 
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et faisant a: = a, on a 


d’où 


ip(a)=Alim 


X — a 


=ki/{a), 


A 


T (a) 
f(o)’ 


On aura de même pour x = b, x = c...x = k. 


B 


f(6)’ 


G 


?(g) 


K = 


-V'(A-)’ 


L’équation (i) sera ainsi identique pour m valeur de x; par 
suite elle le sera pour toute autre valeur. 


CAS DES RACINES IMAGINAIRES. 

2, Si ^î- (a;) = 0 avait des racines imaginaires, rien ne serait 
changé au raisonnement qui précède. 

Ainsi, soient deux racines imaginaires conjuguées : 

a = O -}- 6 /—T, 6 = a — 6 y' — i , 

On aura 

_A B _ M— NV~ M + Ny~ _ aM(x— «)26N 

x—a x—b — (•r— “)’ + 6’ 

On obtiendra des expressions semblables pour les autres 
couples de racines imaginaires. 


( 

CAS DES RACINES ÉGALES. 

3. Supposons maintenant que l’équation <{/(a:)=o ait des 
racines égales ; et soit 
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«Kx) = (x— a)-/‘(x). 
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f (x) désignant le produit de tous les facteurs du polynôme 
(x), à l’exception de celui (x — a) . 

Posons 

( \ ïill— ^ 4- . I A-, , 

* <Kx) (x — a)“ ' (x — a)"** X — a~^ f(x) 

F(x) étant un polynôme entier en x, de degré moindre que 
f{x). 

On en déduit, en multipliant par (|< (x) , 

<p(i)= A/(x)+A,(x— a )/(x)+. . A„_,(x— a)- Y(x)-f (x— a)*F(x); 

et si dans cette équation et dans ses m — i premières déri- 
vées, on faitx= a, on trouvera 

<f{a) = Af{a) 

<f'{a)=Ar(a) + AJ{a) 

9» = Ar(«)-h >A/'(a)-f- a.. A/(a) 


<p<— »(a)=A/^‘(o) + (»«— m(m— i)...a.iA,_,/i;a). 

Au moyen de ces équations, on déterminera successivement 
les valeurs de A, A, A, ... A«_i, et ces valeurs rendront iden- 
tiques, comme il est facile de le voir, l’équation (i). 


CAS DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 

A. Les mêmes procédés s’appliquent au cas où a est imagi- 
naire. Soient 6 y — i deux racines multiples de l’équa- 
tion (x) = O, en sorte que 

ij;(x)= [(x — a)’*l-6’]"/'(x). 
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ij,[j) Ax + B • A,g + B, . F(j) 

»Kxl~[(x-a)» +61"'^l(x-«)«+6»r-^ '^'"'^ (x-« l» +6* 

On aura en multipliant par (x) 

ÿ(x) = (Ax + B) f{x) + (A,x+ R,) [(x— a)* -f 6*] f\x) + 

+(A_,x+ B._,) l(x- a)*+ 6*]"- A^) + [{^ -«)’ + 6']- F(x); 

» 

et si dans cette équation et dans ses m — i premières déri- 
vées, on fait X =jt -j- 6 y' — i , on obtiendra, en remarquant 
que chacune de ces équations se partage en deux autres 
quand on égale séparément les parties réelles et les parties 
imaginaires, un nombre d’équations suffisant pour déterminer 
les constantes A et B, A, et B,, A„_, et B„..,. 


FIN DU PREMIER VOLUME. 
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